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BEVEZETÉS

Ennek a feladatgyűjteménynek az a célja, hogy a m ate­
m atikai logika legfontosabb alapfogalmaival és alkalm azá­
saival ismertesse meg az Olvasót. A feladatgyűjtemény anya­
gának megértése nagyon kevés konkrét m atem atikai előis­
meretet tételez fel (nagyjából a gimnázium első két osztályá­
nak m atem atika-tananyagát), de a fogalmak megértése, a fel­
adatok m egoldása komoly m atem atikai érdeklődést és 
absztrakciós készséget igényel. A m atem atikai logika olyan 
részeit itt nem tárgyaljuk, amelyeknek megértéséhez szük­
ség lenne a végtelen halmazok számosságával, ill. m atem a­
tikai axiómarendszerekkel kapcsolatos ismeretekre.

A példatár egyes pontjai általában három részre tagolód­
nak. A bevezetőben röviden összefoglaljuk a legfontosabb 
fogalmakat, tételeket. Ezek alkalm azásaként gyakorló fel­
adatok következnek -  ezek megoldása közvetlenül a kitűzés 
után következik -  majd a pont végén önálló m egoldásra 
szánt feladatok következnek. A kitűzött feladatok m egoldá­
sát minden fejezet végén, egy helyen találja meg az Olvasó.

A gyakorló feladatok és a feladatok anyagában sok fontos 
elméleti ismeret található. Az is előfordul, hogy fogalmak de- 
finicióját, tételek megfogalmazását is itt találja meg az O lva­
só. Aki a m atem atikai logika alapjainak rendszeres felépité- 
sét akarja megismerni, annak szám ára fontos, hogy sorra ve­
gye -  és lehetőleg önállóan oldja meg -  a gyakorló feladato­
kat és feladatokat.

Az azonosságokban -  am int azt a tárgyalás során majd 
indokoljuk -  m indenhol egyenlőségjelet írtunk.



A képletek, formulák, gyakorló feladatok és feladatok szá­
mozása m inden róm ai számmal jelzett fejezetben újra kez­
dődik. H a egy formula sorszám ára vagy gyakorló feladatra, 
feladatra hivatkozunk, akkor annak a fejezetnek a megfelelő 
formulájáról, gyakorló feladatáról, feladatáról van szó, 
amelyben a hivatkozás előfordul. Ellenkező esetben mindig 
utalunk a megfelelő fejezetre is.

Könnyebben követhető, a többi rész ismerete nélkül is fel­
dolgozható részt alkotnak a feladatgyűjtemény következő 
fejezetei és pontjai; I. fejezet, II. fejezet 1. és 2. szakasz, IV. fe­
jezet 1. szakasz, V. fejezet 1. és 2. szakasz. Az elméleti logikai 
ismereteket az I., II., IV. és V. fejezet tartalm azza; ez a rész is 
önálló, összefüggő egészet alkot. A III. fejezet a m atem atikai 
logika műszaki alkalmazásaival foglalkozik.

Megjegyezzük még, hogy a m atem atikai logikában -  a 
m atem atika sok más ágához hasonlóan -  nem alakult ki 
egységesen elfogadott jelölésrendszer és terminológia. Ebben 
a feladatgyűjteményben a m agyar nyelven általában megho­
nosodott -  nagyrészt K alm ár László által bevezetett -  term i­
nológiát használjuk, de esetenként megemlítünk más, újabb 
elnevezéseket is.

A szerző

I. A HALMAZALGEBRA  
ÉS LOGIKAI ALKALMAZÁSAI

1. Halmaz, részhalmaz

A hétköznapi életben, a tudom ányokban és különösen 
a m atem atikában nagyon gyakran találkozunk bizonyos 
tárgyak, dolgok, fogalmak összességével. A m atem atikában 
ezeket az összességeket halmazoknak nevezzük. A hétközna­
pi szóhasználatban általában bizonyos közös tulajdonság 
alapján szoktunk tárgyakat, dolgokat egy csoportba, egy 
halm azba tartozónak tekinteni. A halm az m atem atikai fo­
galm ában ez a szempont nem lényeges. A m atem atikában 
egy halm azt akkor tekintünk adottnak, ha tudjuk, mik az 
elemei, azaz bármely dologról meg tudjuk m ondani, hogy a 
halm aznak eleme-e vagy sem. Ennek megfelelően két hal­
mazt egyenlőnek tekintünk, ha ugyanazok az elemei. Például 
az „A nna” szó betűiből álló halm az azonos a „na” szó betűi­
ből álló halmazzal, ezt a halm azt igy is szoktuk jelölni: 
ja, n}, azaz kapcsos zárójelben felsoroljuk a halm az elemeit. 
Azt a tényt, hogy az „a" betű eleme az {a, n} halm aznak, rö ­
viden igy je lö ljük :

a e {a, n}.

Annak rövid jelölésére pedig, hogy a „/>” betű nem eleme az 
[a, n} halm aznak, a következő jelsorozatot használjuk;

h ^ { a ,n } .

A kapcsos zárójeles jelölést halm azok m egadására akkor is a lkalm az­
zuk, ha ténylegesen nem tudjuk, vagy nem akarjuk  felsorolni a halm az ösz- 
szes elemét, például:

O^^^lOO][n: n term észetes szám.

jelöli a 100-nál nem nagyobb term észetes szám ok halm azát. A term észetes 
számok végtelen sok elemet tartalm azó  halm azának szokásos jelölése



Megoldás:

vagy

-  : p, q > 0 , p, q egész 

a pozitív törtszám ok halm azát jelöli.

Ha egy A halm az minden eleme eleme a B halm aznak is, 
akkor azt m ondjuk, hogy A részhalmaza B-nek. Röviden: ,,/l 
része B-nek”, és ezt így je lö ljük :

/4c=B.

Érdemes megjegyezni, hogy ez a m egállapodás egyben azt is 
jelenti, hogy minden A halm az része saját magának, azaz tet­
szőleges A halm azra igaz, hogy Ha az ^  és a B hal­
mazról tudjuk, hogy AczB,  de A=hB, azaz B-nek van olyan 
eleme, ami nem eleme .4-nak, akkor azt m ondjuk, hogy 
A valódi része B-nek.

Gyakorló feladatok

1. Igazoljuk, hogy tetszőleges A, B és C halm azokra teljesül:
a ) ha B és B(^ A, dkkor  A = B:
h)  ha A ez B és B a C ,  akkor A a C .

M egoid á s :

a ) A részhalm azfogalom  alapján c= ő  azt jelenti, hogy ha .v e /l, akkor 
x e  B is, m ásrészt tudjuk, hogy B a  A is igaz, tehát .v 6  B-bő\ x €  A követke­
zik. Ez azt jelenti, hogy slz A és B halm aznak ugyanazok az elemei, tehát 
A = B.

h)  Mivel c= B, tetszőleges .x 6  /1-ról tudjuk, hogy x e  B is igaz, úq B ez C 
m iatt ak k o r x e C  is teljesül. Ez azt jelenti, hogy A m inden eleme eleme 
C-nek is, tehát A a C .

2. Jelöljük I A 1-kel az A véges halm az elemeinek számát. Igazoljuk, hogy 
ha | / 1 | =  n, akkor / 1-nak 2 " számú különböző részhalm aza van!

A = [a, h, í‘}.

Az A összes részhalm azát a következőképpen sorolhatjuk fel: 
az üres halm az: 0 , 
egyelemű halm azok: [a], [h], [e j, 
kételemű halm azok: [a,h],  [ű, c*}, {h,c},  
az A halm az: [ű, /?, ej.

A részhalm azok szám a: 8 . Érdem es észrevenni, hogy az egyes részhalm a­
zokat a következő m ódszerrel is kiválaszthatjuk: a halm az elemeinek jele 
alá rendre a 0  vagy 1 számjegyet írjuk, a 0  azt jelöli, hogy a felette álló ele­
met nem választjuk be a részhalm az elemei közé, az 1 pedig azt, hogy az 
elemet beválasztjuk a részhalm azba. Például az {a, e j részhalm az kiválasz­
tását így végezhetjük:

í«, h. <■].

1 0  1.

Ez a m ódszer adja az ötletet az á ltalános eset vizsgálatához is. Legyen 
\A \ = n és jelöljük tv--vel (/ =  1 ,2 ,. . . ,  n) az A halm az elemeit. E kkor az 
A = J^i, 6/2 , a„] halm aznak annyi különböző részhalm azát tudjuk ki­
választani, ahányféleképpen az elemek alá 0 -kból és 1 -esekből álló kü lön ­
böző sorozato t tudunk írni. Ez utóbbiak  szám át könnyű összeszámolni, 
hiszen az n hely m indegyikére 0 -t vagy 1 -et írhatunk. így m inden helyre két 
lehetőségünk van, ez összesen 2 ” lehetőség, ennyi tehát a részhalm azok szá­
ma is. (Láttuk, ho^y =  3 esetén ez a szám 8 ^2 ^ .)

A 2. gyakorló feladatra érdemes még egy másik bizonyítá­
si m ódot is végiggondolni. M ost először azt a speciális esetet 
vizsgáljuk, am ikor az A halm az kételemű:

A = [a, h].

Ennek részhalmazai:

Először vizsgáljuk s l z  n = 3 esetet, azaz legyen

0, 

{a, b}. {b}.

Vizsgáljuk meg, hogyan változik meg a részhalmazok szá­
ma, ha az A halm azhoz még egy új elemet hozzáveszünk!
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{a, h, c] részhalmazai között most is szerepelnek az előző 
halm azok, de mindegyikből még egy további részhalmazt 
kapunk, ha az új, c elemet hozzávesszük:

{a. c}
{a, h, £■}.

Azt állapíthatjuk meg, hogy ha a halm azhoz egy új elemet 
hozzáveszünk, akkor a részhalmazok száma m egduplázó­
dik. Ebből m ár következik az állitás az általános esetre is, 
mert egy egyelemű halm aznak nyilván két részhalm aza v an : 
az üres halm az és m aga a halmaz, tehát n = 1 esetén a rész­
halm azok száma 2 = 2^. M inden további elem hozzávételé­
vel a részhalm azok száma kettővel szorzódik, tehát a 2  kite­
vője 1-gyel nő. Ezt a gondolatm enetet egészen pontosan a 
következőképpen lehet megfogalmazni:

I. ha 1, akkor a részhalm azok száma tehát a feladat 
állítása n=l-VQ igaz;

II. tegyük fel, hogy az n elemű halm az részhalm azainak 
száma 2 ", és m utassuk meg, hogy ebből az következik, hogy 
az 1 elemű halm az részhalm azainak száma 2"^ ^ Ez való­
ban igaz, m ert az n elemű halm azhoz egy új elemet hozzávé­
ve a részhalmazok száma megduplázódik.

Az I. és II. együttesen biztosítják az állítás igaz voltát tet­
szőleges n pozitív egész számra, hiszen n=l-rQ. I. szerint 
igaz, M =  2-re pedig a II. szerint öröklődik az állítás az 1 
esetről, erről n =  3-ra is öröklődik, és így tovább. Ezt a bizo­
nyítási m ódot teljes indukciónak nevezik.

Á ltalában egy természetes szám okra vonatkozó Á„ állítást 
teljes indukcióval a következőképpen igazolhatunk:

I. m egm utatjuk, hogy igaz az állítás n=\-VQ (esetleg 
n =  0 -ra), majd

II. feltéve, hogy n-re igaz az állítás, m egm utatjuk, hogy eb­
ből a feltételből következik ^ + l - r e  is az állítás igaz volta.

Az I. és II. együtt biztosítja, hogy az A„ állítás tetszőleges 
természetes számra igaz. A következőkben többször fogjuk 
használni a teljes indukciós bizonyítási módot.

Nézzünk még egy példát a részhalm azok k ö réb en !
Az a kérdés lesz vizsgálódásunk tárgya, hogy hány adott 

elemű részhalm aza van egy halm aznak. Kételemű halm az 
például a {0 , 1 } halm az; ennek 1 üres részhalmaza, 2  egyele­
mű részhalm aza van: (0 ), {1 } és 1 kételemű részhalmaza, 
amely önmaga. Növeljük eggyel a halm az elemeinek számát, 
vizsgáljuk a

{0, 1, 2} 

halmaz részhalmazait.
1 üres halmaz: 0 ,
3 egyelemű halm az: (0), {1}, [2],
3 kételemű halm az: (0,1}, (0, 2),
1 háromelem ű halmaz: (0 , 1 , 2 }.

ÍU 2 },

Hasonló m ódon adódik, hogy a [0 ,1 , 2, 3j négyelemű hal­
maz különböző elemszámú részhalm azai: 1 üres, 4 egyelemű, 
6  kételemű, 4 háromelem ű és 1 négyelemű. A könnyebb á t­
tekinthetőség kedvéért írjuk most le egymás alatti sorokba 
az eddig vizsgált eseteket:

a halmaz 
elemeinek száma

2
3
4

a különböző elemszámú 
részhalmazok száma

1 2 1 
1 3  3 1 

1 4  6  4 1

Észrevehető szabályszerűséget lá tu n k : a sorban két egymás 
melletti szám összege a következő sor megfelelő eleme. Ezt 
pontosabban így fogalm azhatjuk meg m indjárt á lta lánosan : 
az (n-l-1 ) elemű halm az k elemű részhalm azainak száma 
egyenlő az n elemű halm az (/c — 1 ) elemű és k elemű részhal­
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mazai számának összegével, azaz a binomiális együtthatók­
kal felírva:

\  f f
r v

n + í
k

n
k - \

Gyakorló feladat

3. Igazoljuk az előbb m egfogalm azott állítást!

Megoldás:

L áttuk, hogy az állítás n =  2-re és n =  3-ra igaz. Az adott n elemű halm az 
(mivel csak az elemek szám a érdekes) legyen [0 , 1 . 2.......n — 1 1. az n + I ele­
mű halm azt ebből úgy kapjuk, hogy n-el hozzávesszük új elem ként. 
A ‘0 ,1 ,2 , . . . ,  n] halm az k elemű részhalm azait a következőképpen számol- 
hatjuk össze. A k elemű részhalm azok között először azokat vesszük sorra, 
am elyeknek eleme n, ezek szám a annyi, ahány k - \  elemű részhalm azt ki 
tudok választani a jO, I, 2.......n - \ \ n  elemű halm azból, majd azokat szá­
m oljuk össze, amelyeknek nem eleme n. Ez u tóbbiak szám a éppen annyi, 
ahány k elemű halm azt ki tudok választani a [0 , 1 , 2 , . . . ,  -  1 1 m elemű 
halm azból. A két szám összege adja a keresett számot, azaz az m - 1 elemű 
halm az k elemű részhalm azainak számát,

A felirt táb lázato t ezek alapján könnyen fo lytathatjuk is, a kapott há­
rom szög alakú szám táblázat az ún. 'Pascal-háromszöc).

2. Műveletek halmazokkal

Halm azok körében műveleteket is végezhetünk. Két 
adott halmaz, A é s B  egyesítése ( uniója) az a halmaz, amely­
nek elemei vagy az A, vagy a B halm aznak elemei, és más 
eleme nincs. A kapott halmazt így je lö ljük :

/lu B ,

és egy megadási módja:

A'uB  = [x: x e A  vagy x e B j .

Például az A = {k: k pozitív páros szám j és
B = {l: l pozitív páratlan  szám} halm azok egyesítése: 

a pozitív egész szám ok halm aza.

Két adott halmaz, .4 és B közös része ( metszete J az a hal­
maz, amelynek elemei az A és B közös elemei és más eleme 
nincs. A kapott halm azt így jelöljük:

A n B

és így adhatjuk meg:

A n B  = (x: és x e B } .

Például, ha /I jelöli a 3-mal osztható  pozitív egész számok, B pedig a pozi­
tív páros számok halm azát, akkor A n B  a pozitív, 3-mai osztható  páros 
számok halm aza, tehát a 6 -tal osztható  pozitív számok halm aza.

Két adott halmaz, A és B különbsége az a halmaz, amely­
nek elemei azok az / 1-beli elemek, amelyek nem elemei 
fi-nek.
Jelölése:

A - B ,

és egy megadási m ódja:

A - B  = (x: x e ^  és B].

Például, ha A jelöli a pozitív racionális szám ok halm azát, B pedig az 1-nél 
nem kisebb racionális számok halm azát, ak k o r A - B  dz 1-nél kisebb pozi­
tív racionális számok halmaza.

Érdemes megemlíteni még, hogy a halmazok körében vég­
zett műveleteket, az ún. halmazalgebrai műveleteket az 1 ., 2 .,
3. ábrákkal szemléltethetjük:

Az ilyen típusú ábrákat Venn-diagram nak nevezzük. A 
megfelelő műveleti azonosságok szemléltetésére szintén al­
kalmasak az ilyen ábrák, hangsúlyozni kell azonban, hogy 
ezek csak szemléltetik, de nem bizonyítják az azonosságo­
kat.
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1 . ábra 2 . ábra

3. ábra

Gyakorló feladat

Két halm az egyenlőségét úgy igazolhatjuk, hogy m egm utatjuk, hogy a két 
halm aznak ugyanazok az elemei:

x g ( A ^ B ) u C  akkor és csak akkor, ha 
XE AkjB,  v a g y  x  g C, a z a z  
XE A, v a g y  x e B ,  v a g y  x  e C.

Az X 6  A u ( B u C )  akkor és csak akkor áll fenn, ha 
XE A, vagy x  e B u C ,  azaz 
X 6  A, vagy x e fí, vagy x e C.

Ezzel m egm utattuk, hogy a (*) egyenlőség két oldalán álló halm aznak 
ugyanazok az elemei, azaz a két halm az egyenlő. H asonlóan igazolható az 
ü) és h)  többi azonossága is.

M utassuk még meg például a c)  (1) azonosság érvényességét: 
x e  A u ( B n C )  akkor és csak akkor teljesül, ha 
XE A, vagy x e f ín C , azaz 
XE A, vagy x  e B és x  e C.

Ezt pedig Így is kifejezhetjük:
XE A, vagy x  e B és x  e A vagy x e C.

Az uto ljára  kapo tt összefüggés éppen azt fejezi ki, hogy x eleme az (1) 
egyenlőség jo b b  o ldalán álló halm aznak, tehát a két halm az valóban 
egyenlő.

5. Szemléltessük és igazoljuk a következő összefüggéseket: 
a) ha A c ^ C  és B a C ,  akkor / íu f íc z C ; 
h)  ha A ez B és /I c= C, akkor A a  B n C ; 
c) A u ( B n A )  = A és A n ( B u A )  = A (elnyelési szabály).

4. Igazoljuk, hogy
a^ az u  művelet kom m utatív  és asszociatív;
b)  a n  művelet kom m utatív  és asszociatív;
c)  érvényes a következő két (disztributív) azonosság: tetszőleges /l, B és 

C halm azokra

(1) A u { B n C )  = ( /4 u fí)n ( /lu C ),

(2) An(BKjC)  = ( A n B ) u ( A n C ) .

M  egoldás :

M  egoldás:

k z  a)  állítást a következőképpen szemléltethetjük (4. ábra):

4. ábra

Az azonosságokat közvetlenül a műveleti definíciók alapján könnyen 
igazolhatjuk. Példaképpen m egm utatjuk, hogy az u  m űvelet asszociatív. 
Legyen A, B és C tetszőlegesen adott három  halmaz. Azt kell igazolnunk, 
hogy

(*) (v lu f í)u C  =  A u { B ^ C ) .

A bizonyítás is egyszerű. A feltételekből következik, hogy hsí x e  A vagy 
X e B, ak k o r x e C, tehát

ha X E A u B ,  akkor x 6  C  vagyis / l u f í c  C.
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A h )  állítást az 5. ábra  szemlélteti. M egoldás:

5. ábra

A b i z o n y í t á s t  így  v é g e z h e t j ü k  el ;  h a  x  e  / l ,  a k k o r  a  f e l t é t e l e k b ő l  k ö v e t ­
k e z i k ,  h o g y  X E  B  és  x e C  is f e n n á l l ,  t e h á t  x e  B n C  is ig az .

A c)  azonosságok közül például az első így lá tha tó  be: mivel 
A ( ^ A u { B n A ) ,  ezért elég belátni, hogy a fordíto tt irányú tartalm azás is 
igaz. Mivel B n A c z A ,  ezért A u { B n A ) c : A  is igaz.

A halm azalgebra alkalm azása során, de különösen a logi­
kai alkalm azások során az egyik leggyakoribb eset az, am i­
kor a szóban forgó halm azok egy rögzített alaphalmaz rész­
halmazai, és a műveleteket e részhalm azok körében végez­
zük. A logikai alkalm azásokban ezt az alaphalm azt gyakran 
„univerzum ”-nak is nevezik, és (7 -val jelölik.

Ezzel kapcsolatban érdemes bevezetni a komplementerkép­
zésnek nevezett egyváltozós műveletet: tetszőleges A (^ U  
halm azhoz az A kom plem entereként slz A = U —A halm azt 
rendeljük hozzá.

Az a)  azonosságot a következőképpen igazo lhatjuk :
X G Á U B  akkor és csak akkor, ha x ^ A u B ,  azaz x ^  A_és x ^ B, ami pe­

dig ekvivalens az x e  /I és x e fí feltétellel, azaz s i z x e  A n B  feltétellel, ez pe­
dig azt jelenti, hogy a két halm az egyenlő.

Teljesen hasonló m ódon igazolható sí b )  azonosság.
A c )  azonosságot is hasonló m ódszerrel igazolhatjuk^ de könnyű végig­

gondolni helyességét a következő m ódon is. Mivel A = (U -  A ) ( ^ U  és 
AczU,  ezért A u Á ^ U ,  másr^észt ha x g (7, akkor vagy x e  A vagy x ^  A és 
ekkor x e / í ,  tehát x e A u Á  m indenképpen teljesül. Ez azt jelenti,^hogy 
Uez A u Á  IS igaz, tehát a két halm az egyenlő.

7. H a ad o tt az U a laphalm az két tetszőleges részhalm aza, A és B, akkor 
ez a két halm az az U a laphalm azt á lta lában  négy részre bontja  fel; az egyes 
részek a következőképpen fejezhetők k i  A és B felhasználásával:

A n B ,  A n B ,  

(6 . ábra).

A n B A n B

Gyakorló feladatok

6. Igazoljuk a következő azonosságokat:

a ) A u B  = A n B ;

h)  A n B  = Á u B ;

c)  A u Á  = U\

d)  A n Á  = 0;

e)  Á  = A.

a ) Legyenek A, B és C tetszőleges részhalm azai l/-nak . Állapítsuk meg, 
hány részre bontják ezek az U alaphalm azt, és fejezzük ki a k ap o tt részeket 
A, B és C felhasználásával.

h)  Legyenek A^, A 2 , az U a laphalm az tetszőleges részhalm azai. 
Állapítsuk meg, hány részre bontják ezek az U a laphalm azt, és fejezzük ki 
az egyes részeket /I j, A 2 ___ A„ felhasználásával.

M egoldás :

a)  A z  a laphalm azt és az A, B, C részhalm azokat a következőképpen áb ­
rázolhatjuk (7. ábra):
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Az egyes részeket a következőképpen fejezhetjük ki:

1.: / ín B n C ,

2.: / In B n C ,

3.: / ín f in C ,

4.: i n é n C ,

5.: / ín B n C ,

6.: / In f ín C ,

7.: / í n  f in  C,

8.: Ár\Br\C.

h)  A teljes indukció módszerével könnyen látható, hogy az U a lap h al­
mazt 'dz A j . . . n darab  részhalm az 2” részre „vágja szét”. A kapott 
részeket a következőképpen fejezhetjük ki:

A\^nA2^n. ..nA'^\
ahol

0  = 0 , 1 (/ = 1, 2 ,...,^) 

Feladatok

és A\' = Ái, A j = A i .

1. Számoljuk össze egy 2 n + í  elemű halm az (n^O , egész 
szám) páratlan számú elemet tarta lm azó részhalm azait!

2. Számoljuk össze egy 2n elemű halm az páratlan számú 
elemet tartalm azó részhalm azait!
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3. K ét adott halmaz, A é s B  szim m etrikus differenciájának 
nevezzük és ^A B -v e l jelöljük azt a műveletet, amelyet így 
definiálunk;

A A B  =  ( A - B ) 'u { B - A ) .

Igazoljuk, hogy a A  műveletre érvényesek a  következő 
azonosságok;

a) A / \ B  =  B / \ A ;
b)  ( A A B ) A C  = A A (B A C y ,
c)  /4A/1 =  0 ;
d )  A A 0  = A;
e) A A { A A B )  = B.

4. Legyen ^  és B két tetszőleges halmaz, és jelölje o az u , 
n ,  ill. A  művelet valamelyikét. Állapítsuk meg, hogy az 
A o X  = B egyenletnek melyik művelet esetén van egyértel­
mű megoldása A"-re!

5. H a A véges halmaz, akkor jelölje \A \ az A elemeinek 
számát. Igazoljuk a következő azonosságokat!

a ) tetszőleges A és B halm azra:

\ A vjB\ = \A\ + \B \ - \ A n B \ - ,

h ) tetszőleges A, B és C véges halm azra:

M u B u C I  =  | / l |  +  |B | +  l C | - l / l n ö | - l / l n C | -  

- \B r ^ C \  + \A nB r^C \.

6 . Általánosítsuk az 5. feladatban szereplő összefüggéseket 
n számú véges halm az esetére!

7. A 6 . feladatban talált formula felhasználásával igazol­
juk, hogy tetszőleges n pozitiv egész szám ra fennáll a követ­
kező összefüggés: ha n összes különböző prím osztói pi, p 2 , 
..., p„ akkor az n-nél kisebb, n-hez relativ prím  számok 
szám a:

n \  1 -
n (  0

1 — ... 1 -  -
p j V P l) V PrJ
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8. Jelöljön A és B  tetszőleges véges halm azt! Igazoljuk, 
hogy

\A A B \  = | / l |  +  |B |- 2 | /4 n B |.

9. A 3 .b )  feladat szerint a A  művelet asszociatív, tehát 
tetszőleges véges számú halm azra értelmezhető a művelet. 
Igazoljuk, hogy az

A i A Á 2 A . . . A A „

halm aznak azok és csak azok az elemei, amelyek az A A 2 , 
..., /1 „ halm azok közül páratlan soknak az elemei!

10. Á ltalánosítsuk a 8. feladatban szereplő form ulát n szá­
mú véges halm az esetére!

3. A halmazalgebra logikai alkalmazásai

A klasszikus logikának az „osztálykalkulus” vagy a 
„tulajdonságok logikája” néven ismert ága a m atem atika 
eszközeivel egyszerűen a halm azalgebra egy alkalm azása­
ként tárgyalható.

Tegyük fel, hogy kiindulásként adott egy nem üres U hal­
maz (az univerzális halm az vagy röviden univerzum) és a 
halm az elemein értelmezett f 1, fj, • • • tulajdonságok. Ekkor a 

tulajdonság vizsgálatát visszavezethetjük a

T ,=  l x : x e U es ti tulajdonságú}

halm az vizsgálatára. M egfordítva is igaz. Az V  halm az T,, 
T2 , ■■■ részhalm azainak vizsgálata azt jelenti, hogy egyben a 
f*: „a halm az elemének lenni” tulajdonságokat vizsgáljuk. 
Az osztálykalkulusban a részhalm azokra az osztály elneve­
zést szokás használni. Például, ha (7 a természetes számok 
halm aza, akkor a  „prím szám ”, „páros szám ”, „négyzetszám” 
stb. tulajdonságok vizsgálatát visszavezethetjük a prím szá­
mok, páros számok, négyzetszámok halm azának vizsgála­
tára.
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Az osztályok logikájának egyik fő vizsgálati területe az 
osztálykalkulus eszközeivel vizsgálható következtetések 
elemzése. Az ilyen típusú következtetések közé tartoznak a 
klasszikus logika által is vizsgált kategorikus szillogizmu­
sok.

Gyakorló feladatok

8 . Az osztálykalkulus eszközeivel fogalm azzuk meg a
minden 6 -tal osztható  szám osztható  3-mal,
minden 3-mal osztható  szám számjegyeinek összege osztható  3-mal, 

tehát:
m inden 6 -tal osztható  szám számjegyeinek összege osztható  3-mal, 

következtetést, és igazoljuk, hogy a következtetés helyes!

M egoldás:

Válasszuk alaphalm aznak a term észetes számok N  halm azát! A követ­
keztetésben előforduló tu lajdonságokat a következő részhalm azokkal je l­
lem ezhetjük:

P a 6 -tal osztható  szám ok halm aza,
Q a 3-mal osztható  szám ok halm aza,
R azoknak a szám oknak a halm aza, amelyek számjegyeinek összege 

3-mal osztható. Ezeknek a jelöléseknek a felhasználásával a két feltételt a 
premisszákat  a következőképpen írhatjuk  le:

PczQ  és QczR,

a következm ényt a konklúziót 
san (form alizálhatjuk):

PczR.

pedig így fogalm azhatjuk meg formáli-

A következtetés szerkezetét röviden így jelöljük:

P c Q ,  Q c z R \ = P c i R  

(olv.: , ,PczQ és QczR-hő\  következik P c K " ) .
A két prem isszának nyilván következm énye a konklúzió, hiszen ezt m ár az 
\ . h )  gyakorló feladatban igazoltuk. A következtetés szerkezetét Venn- 
diagram m al is könnyen szem léltethetjük (8 . ábra) (a bevonalkázott részek 
azt jelzik, hogy a rész üres).
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8 . ábra

9. Form alizáljuk a következő következtetést és igazoljuk is helyességét: 
A négyzetszám ok utolsó számjegye nem lehet 3.
A 63-ra végződő szám ok utolsó számjegye 3, 

tehát
a 63-ra végződő szám ok nem négyzetszám ok.

Megoldás;

A laphalm aznak válasszuk ismét a term észetes szám ok halm azát, N-et, 
és a következtetésben előforduló tu lajdonságoknak feleltessük meg a kö ­
vetkező részhalm azokat:

P a négyzetszám ok halm aza;
Q azok a term észetes számok, am elyeknek utolsó számjegye 3;
R a 63-ra végződő term észetes számok.

A két premisszát igy form alizálhatjuk:

PczQ, /?c=Q.

A konklúziót a következőképpen írhatjuk fel szokásos jelöléseinkkel: 

RczP.

T ehát a következtetés szerkezete: PciQ,  R ^ Q  n  R czP. A következtetés 
helyességét könnyen igazolhatjuk. Mivel Rc z Q és PczQ,  ezért ha x e R, ak ­
kor X 6  Q, tehát X ^ P, azaz x e P, tehát R c z P  teljesül. A következtetést a 9. 
ábrán  szem léltettük (a bevonalazott részek üresek).
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A 8. és 9. gyakorló feladatban tárgyalt következtetések a 
kategorikus szillogizmusok körébe tartoznak. A kategorikus 
szillogizmusok olyan tipusú következtetések, amelyekben 
akár premisszaként, akár konklúzióként a következő alakú 
kijelentések fordulhatnak elő:

M inden P-Q;  A típusú;
M inden P -nem  Q; E tipusú;
Van olyan P, ami Q; I tipusú;
Van olyan P, ami nem Q; O  típusú.

A kijelentéstipusokban szereplő P, Q egy U alaphalm azon 
értelmezett tulajdonságokat jelölhetnek. Jelöljük .ugyan­
ezekkel a betűkkel az í7-nak P, ill. Q tulajdonságú elemeiből 
álló részhalm azát. E kkor az előző négy tipusú kijelentés 
szerkezete a következő m ódon irható  le az osztálykalkulus­
ban:

A PczQ (1 0 . ábra);

E PczQ (11. ábra);
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I PnQ=í=0 (12. ábra);

O  P n Q  =1= 0 (13. ábra).

(az ábrán a * azt jelenti, hogy a megfelelő rész nemüres).
Egy kategorikus szillogisztikus következtetésben mindkét 

premissza és a konklúzió is a fenti négy típusú kijelentés kö ­
zül kerülhet ki, és a három  kijelentésben (7-nak összesen 3 
különböző részhalm aza szerepelhet. Ilyenekre láttunk pél­
dát a 7. és a 8 . gyakorló feladatban.

Feladatok

11. Igazoljuk az osztálykalkulus eszközeivel a következő 
típusú kategorikus szillogizmusok helyességét;

a) Q c R ,  P c Q  t= P c R ;
h) Q c R ,  P n Q  =/=&\= P n R  =  0

12. Döntsük el a következő típusokról, hogy helyes követ­
keztetési formák-e! Ha nem helyesek, egészítsük ki ezeket 
újabb premissza felvételével helyes következtetésekké!

a) Q(^R, QczP  1= P n R  =#= 0;
b ) R n Q ^ 0 ,  Q c P  t= P n R i d .

Az I. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai

1. Oldjuk meg először a feladatot abban a speciális 
esetben, am ikor « =  2 , azaz számoljuk össze egy háromelem ű
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halm az páratlan számú elemet tartalm azó részhalm azait! 
Legyen az adott halm az {0,1, 2} és csoportosítsuk a részhal­
m azokat annak megfelelően, hogy páros vagy páratlan  szá­
mú elemet tartalm aznak:

páros páratlan
0 , {0 , 1 , 2 }, 

{0, 1}, {2 }
}0 , 2 }, {1 }, .
[1,2), {OJ.

Azt tapasztaljuk, hogy a részhalm azoknak pontosan a fe­
le, tehát 4 részhalmaz tartalm az páratlan s^ámú elemet. Ész­
revehetjük azt is, hogy mindig össze tudunk párosítani egy 
páratlan és egy páros számú elemet tartalm azó részhalmazt 
úgy, hogy a két halm aznak nincs közös eleme, és egyesítésük 
éppen a teljes halm azt adja. Ez az észrevétel adja az álta lá­
nos eset bizonyításához is az ötletet.

Legyen A olyan véges halmaz, amelyre \A \ = 2 ^+ 1 . id ö \ -  
Á 2 ,  ̂  ̂ , Ai^az A páratlan, B 2 . - Bi'dz A páros szá­

mú elemet tartalm azó különböző részhalmazait. Tetszőleges 
/1 ,-hez egyértelműen hozzárendelhetjük az A — A^ halmazt, 
amely szintén A részhalmaza, és nyilván páros számú elemet 
tartalm az, tehát valamelyik B -vel egyenlő. Mivel ha 
Ai^=hAi2, ezért A — A^^^ A — A páros és páratlan számú 
elemet tartalm azó részhalm azokat tehát ezen a m ódon úgy 
tudjuk összepárosítani, hogy mindegyik / 1 ,-nek megfelel egy 
Bj, és különbözőknek különböző felel meg. Ez azt jelenti, 
hogy számuk megegyezik: k = l és mivel k-\-I = (az
összes részhalmazok száma), k = 2 ^”, azaz az összes részhal­
mazok fele tartalm az páratlan számú elemet.

2. Az előző feladatban alkalm azott módszer itt nem hasz­
nálható, mert egy páros számú elemet tartalm azó részhal­
mazt elvéve a 2n elemű halmazból, szintén páros számú ele­
met tartalm azó részhalmazt kapunk. Helyette a következő 
ötlet segít. Használjuk fel, hogy az előző feladatból tudjuk.
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hány páratlan számú elemet tartalm azó részhalm aza van 
egy páratlan sok elemű halm aznak.

Legyen az ado tt 2n elemű halm az A = {0,1, 2 , . . 2n — 1 
A (2n —l)-gyel jelölt elem elhagyásával ^ -bó l egy 2n —1, 
azaz páratlan számú elemet tartalm azó halm azt kapunk. 
Csoportosítsuk ennek részhalmazait, külön a páros számú 
elemet tartalm azókat, külön a páratlanokat. Ezek mind 
részhalmazai /4-nak is, és A többi részhalm azát úgy kapjuk, 
hogy ezekhez hozzávesszük a { 2 n -  l)-gyel jelölt elemet. így a 
párosokból páratlan, a páratlanokból páros Részhalmazokat 
kapunk. Mivel eredetileg ugyanannyi páros volt, mint p ára t­
lan, a hozzávétellel is ugyanez a helyzet, tehát az A összes 
részhalm azainak szintén a fele páratlan. Tehát 2^"“ ‘ számú 
páratlan sok elemet tartalm azó részhalm aza van /l-nak.

3. a )  M egm utatjuk, hogy a két oldalon álló halm aznak 
ugyanazok az elemei. Tegyük fel, hogy x e A A B ,  ez azzal ek­
vivalens, hogy X 6  /4 és X ^ B vagy x  e B és x  ^  A, ez viszont 
ugyanazt jelenti, mint x e B A A .

H asonló m ódon igazolható a h )  azonosság is.
A c)  igazolásához használjuk fel a A  definícióját: 

X G A A A  akkor és csak akkor, ha x e ^  és x ^ ez viszont 
egyetlen x-re sem teljesülhet, tehát A A A  = 0.

Mivel X 6  A A 0  akkor igaz, ha x e  /I és x ^ 0, ez pedig azzal 
egyenértékű, hogy x e  A, azaz a d )  azonosság igaz.

Az e)  azonosságot az előzőkben igazolt azonosságok fel- 
használásával könnyű bizonyítani:

A A ( A A B )  = { A A A ) A B  =  0A B  =  B A 0  =  B.
4. Jelölje először az u  műveletet, azaz vizsgáljuk meg az 

/4uA" =  B egyenlet m egoldhatóságát. Mivel ^ u X -n e k  ele­
me az A halm az minden eleme, ezért az egyenletnek csak ak­
kor lehet megoldása, ha A c B .  Ebben az esetben viszont 
minden olyan X  halm az megoldás, amire teljesül, hogy

B - A c X c B ,
tehát (az ^  =  0  eset kivételével) több megoldás is van.
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H a o a n  műveletet jelöli, azaz az A n X  = B  egyenlet 
m egoldhatóságát vizsgáljuk, akkor nyilván ki kell kötni, 
hogy B e  A teljesüljön. Ha ez a feltétel teljesül, akkor minden 
olyan X  halm az megoldás, am ire

B c X es

( A - B ) n X  = 0.

5. a)  Az A kjB halm az elemeinek számát megkapjuk, ha 
összeszámoljuk A elemeinek számát, B elemeinek számát és 
ezek összegéből levonjuk azoknak az elemeknek a számát, 
amiket kétszer szám oltunk, azaz A n B  elemeinek a számát.

h)  Az a)  feladat m egoldásában megismert m ódon okos­
kodhatunk. Az A yjB 'uC  halm az elemeinek számánál álta lá­
ban többet kapunk, ha összeadjuk A, B és C elemeinek szá­
mát. H a az összegből levonjuk azoknak az elemeknek a szá­
mát, am iket kétszer szám oltunk, azaz A n B ,  A n C  és B n C  
elemeinek számát, akkor lehet, hogy kevesebbet kapunk a 
helyes eredménynél, hiszen a m indhárom  halm azba beletar­
tozó elemeket 3-szor számoltuk hozzá, de 3-szor le is von­
tuk. így végül ezeknek a számát, azaz az 'A n B n C  halm az 
elemeinek számát még hozzá kell adni a kapott eredm ény­
hez.

6 . Az áttekinthetőség kedvéért először írjuk fel az össze­
függést négy véges halm az esetére:

l A ^ u A ^ u A . u A J  = | / l , |  +  | / l , |  +  |/ l 3 | +  | ^ J -

- | / l i n / 4 2 | - M i n / l 3 | -

- M i n / l 4 | - | / 4 2 n / l 3 | -

- I A 2 n A ^ l - I A 3 n A ^ I  +

-I-1^10/420/431-I- |.4 in /4 2 n ^4 l+

- I - ~  M l0/420^30/441.
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Az összefüggést bizonyíthatjuk közvetlenül azon az úton 
is, ahogy két és három  halm az esetén igazoltuk ezeket. Vá­
lasszunk most egy másik u tat is, a teljes indukcióét, amely az 
általános eset bizonyításához is alkalm as módszer!

Az halm azt két halmaz, az
és /I4  halm az egyesítésének tekintjük és felhasználjuk a két 
halm azra m ár bizonyított összefüggést:

( 1 ) \A^kjA2\j A í Kj A^\ =  I/I1 U /I 2 U /I3 I +  M 4 I -

— |( / 1 , u / t 2 ^ -4 3 )1̂ '4 4 1 -

Az (1) egyenlőség jobb oldalának első tagja a már bizonyí­
tott, három  halm azra vonatkozó összefüggés szerint így ír­
ható fel:
(2 ) [ A i ^ A j ^ A i l  = \ Ai \  + \A2\ + \ A i \ - \ A ^ í ^ A 2 \ -

- M ,n /4 3 |- l / l2 n - 4 3 |- l -

- | - | / l , n / l 2 n / l 3 |.

Az (1) jobb  oldalának harm adik tagját alakítsuk át a hal­
mazalgebrai azonosságok felhasználásával:

(3) {A^yjA2'oAi)r^A^ = (A^r^A^)'u{A2nA4)^(AinA4.).

A (3) jobb  oldalán álló alakra ismét alkalm azzuk a három  
halm azra vonatkozó igazolt összefüggést (itt egy-egy hal­
maznak tekintjük az /4 , n ^ 4 , A 2 <^A4 , A^nA^,  halm azokat), 
és közben alkalm azzuk az ismert halmazalgebrai azonossa- 
gokat:
(4) |( / l ,n /l4 )u ( /l2 ^ '4 4 )u ( /Í3 n /l4 ) l =

=  |/l ,n /l4 l- |- l/4 2 Í^ ^ 4 l +  M 3 '^ '44 l~

- 1/ 1 ,0 /1 2 ^ /1 4 1 -1 / I in / l3 n / l4 l -

- l / l 2 0 / l 3 n / l 4 |  + 1 / 1 1 0 / 1 2 0 ^ 3 0 / 1 4 1 .
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A (2) és (4) egyenlőségek jobb  oldalát (l)-be helyettesítve 
megkapjuk a bizonyítandó egyenlőséget. Az általános esetre 
vonatkozó formulát így írhatjuk fel:

(5) lA iu A 2 U . . .u A „ l  = J / t , |  +  | / i 2 | +  ... +  | / l j _

~ ( M i 0 ^ 2 l +  M , 0 / l 3 | +  . ..  +  | / l ,n / l „ |  +

+  M 2H/I3I +  . . . +  n /l„ |)  +

+  ( |/ l ,0 / l2 0 / Í3 |- |- . . .  +  |^ ^ _ 2 n / l „ _ ,n / l „ | ) -

1 )"“ ' M jO /l^O . . ,o /l„ |.

Az összefüggés igazolását teljes indukcióval végezhetjük. 
Az « =  2  esetre láttuk, hogy igaz az állítás. Ha feltesszük 
hogy «-re igaz, akkor n + l  halm azra a következő módon 
Igazolhatjuk:

az A i 'u . . . u A„^A„+^ halmazt két halmaz egyesítésének 
tekmtjük, és erre a kettőre alkalm azzuk a m ár bizonyított 
összefüggést:

(6 ) M iu . . .u / l „ u / l „ + , |  =  | / | , u . . . u / l j  +

+  M h+ 1  | - |( / l |U . . .U / í„ ) o / l„ ^ ,  |.

A (6 ) egyenlőség jobb  oldalát az (1) bizonyításánál követett 
módszer szerint alakítjuk át, az első tagra felhasználjuk az
(5) egyenlőséget (indukciós feltevés), majd a harm adik tagot 
szmtén átalakítjuk az azonosságok és az indukciós feltevés 
felhasználásával.

7. A bizonyítást az r =  3 esetre végezzük el, az általános 
eset teljesen hasonló m ódon tárgyalható. Legyenek n külön­
böző prím osztói: Pl, P2 , /J3 , azaz tegyük fel, hogy n =  ”  
(például n =  2^-3-7^). Az n-hez relatív prím, «-nél kisebb 
pozitív számok szám át úgy kapjuk meg, hogy először össze­
számoljuk a Pi-gye\ vagy p2 *vel vagy pj-m al osztható, «-nél 
nem nagyobb számok számát, és ezt levonjuk az összes, 
«-nél nem nagyobb számok számából. Jelölje Ai  a p r g y e i
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Ai a P2 -y^l  ^ 3  a P3 -mal osztható, n-nél nem nagyobb szá­
mok halm azát; ekkor az

A , yj Aj yj A^

halmaz elemeinek számát kell összeszámolnunk. Ezt az 5. 
feladatban bizonyított összefüggés felhasználásával szám ol­
hatjuk ki:

l / l iU / l jU / l j I  =  1^ 1 1 +  I/I2 I-I-M 3 I —

+ \A^r^A2r\A2,\,

Az A,  halm az elemeinek száma — . Mivel minden p, szám
Pl

osztható pi-gyel, hasonlóan szám ítható ki Aj, A^ elemeinek 
száma, de az A , n A 2 elemeinek száma is ezzel a módszerrel 
kapható meg:

Í A j n A 2 Í = - stb.
PxPi

Ennek megfelelően

n n n n
I v41 3 j — — — “1“ — —

Pl Pl Pi P1P2

n n n

PiPi P2P3 P1P2P3 '
Az n-nél kisebb, n-hez relatív prím számok száma tehát:

n n n n n n

Pl Pl
ti­

lt n
-------------1--------------------

P3 P1P2
+ +

P1P3 P1P3

- ^ = . ( 1 - 1  

PiPiPi V Pl Pl P3
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8 . Az A A B  halm aznak azok és csak azok az elemei am e­
lyek az .4 és B halm azok közül pontosan egyiknek az elemei. 
Az A A B  halm az elemeinek számát tehát úgy szám íthatjuk 
ki, hogy a két halm az elemei szám ának összegéből kivonjuk 
a két halm az közös része elemei számának a kétszeresét.

9. Vizsgáljuk először a A  műveletet három  tagra! A defi­
nícióból könnyen ellenőrizhető, hogy az A 1A A 2 A A 2, hal­
maznak azok és csak azok az elemei, amelyek a három  közül 
pontosan egyik halm aznak elemei vagy m indhárom nak ele­
mei (14. ábra).

14. ábra

A bizonyítást az általános esetre teljes indukcióval végez­
zük. A feladat állítása ^==2-re igaz. Tegyük fel, hogy az állí­
tás igaz n halm az esetére, és m utassuk meg: ebből követke­
zik, hogy n +  1 halm az esetére is igaz.

A A  művelet definíciója szerint

(7) x e ( / l i A / l ,A . . .A / l J A / l „ ^ ,  

akkor és csak akkor, ha

(8 ) x 6 / I i A ^ 2 A . . .A / 4 „ vagy

de X nem eleme m indkettőnek. Az indukciós feltevés értel­
mében tudjuk, hogy az A ^ A A 2 A . . .AA„  halm aznak azok és 
csak azok az elemei, amelyek a tagok közül páratlan számú 
halm aznak elemei. Ezek közül a (8 ) feltételnek csak azok 
tesznek eleget, amelyek nem elemei /l^^j-nek, tehát ezekre
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változatlanul igaz, hogy az halm azok közül
is csak páratlan számú halm aznak elemei. Vizsgáljuk A„+^ 
elemeit! Ezek közül azok, amelyek az A 2 , • • ha l ma­
zok közül páros soknak elemei, nem elemei az 

A / I 2 A . . .AA„  halm aznak, tehát eleget tesznek a (8 ) felté­
telnek. Az A„+^ halm aznak azok az elemei, amelyek slz A 
A 2 , • , A„ halm azok közül páratlan  szám únak elemei, ele­
mei a A ^ A A 2 A .  . .Av4„ halm aznak is, tehát nem tesznek ele­
get a (8 ) feltételnek. Ezek az A ^ ,..., .4„, A„^^ halm azok kö­
zül páros szám únak elemei. Ezzel igazoltuk az állitást. 
A négy halm azra alkalm azott A  művelet eredményét a 15. 
ábrán bevonalkázott rész jelzi.

15. ábra

1 0 . A 6 . feladat m egoldásában követett gondolatm enet 
m intájára keressük itt is a megoldást. Először egy olyan se­
gédeszközt igazolunk, ami a A  és n  művelet kapcsolatára 
világít rá. M egm utatjuk, hogy a n  művelet disztributív a A  
műveletre nézve, azaz

(9) (^ A B )n C  =  (/In C )A (B n C ).

A (9) azonosság igazolása így történhet: x e { A A B ) ( ^ C  ak ­
kor és csak akkor igaz, ha x e A A B  és x e C is fennáll. Ez 
utóbbi pedig akkor és csak akkor teljesül, ha x e ^  és x e C 
vagy x e  B és x e C  közül pontosan az egyik teljesül. A leg­
utoljára kapott feltétel azt jelenti, hogy x eleme (9) jobb  ol­
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dalának. A A  művelet asszociatívitása m iatt a (9) azonossá­
got így á lta lánosíthatjuk :

(1 0 ) ( ^ 1  A ^ 2 A . . . A ^ ) n B  =

=  ( ^ iA B ) n ( ^ 2 A C ) n . . .n (/l„A C ).

A 8 . feladatban igazolt azonosságot először három  véges 
halm az esetére terjesztjük ki: legyenek A^, A 2 , A^, véges hal­
mazok, és a 8 . feladat azonosságának felhasználásával szá­
mítsuk ki A i A A 2 ^ A ^  elemeinek számát:

(1 1 ) \ A í A A 2 A A j \ = \ A^ AA2 \  + \A ^ \ -2 \{ A iA A 2 )r ^ A ^ \ .

A (11) egyenlőség jobb  oldalát a két halm az esetére igazolt 
azonosság és (9) felhasználásával átalakítva ezt kapjuk;

\A ^ A A 2 A A ^ \  =  +

-2 ( \A ,n A 2 \  + \A in A ^ \  + \A2nAs\) +

A 6 . feladat m egoldásában alkalm azott módszerrel teljes in­
dukcióval könnyen igazolható a következő általános for­
mula:

|/1 iA ^ 2 A ^ 3 A ...A > 1 „ | =  \A i \ + \A2\ + .. .  + \A„\-

— 2 (1 ^ 1  n ^ 2 l +  --- +  l " 4 n - +

-\-M\A^r\A2r\A-i\-\-. ..  -I- \ A „ ^2^ '^n -  ii^^«l)~ - • • +

+  ( - l ) " - ‘ 2 " - ‘ \ A , n A 2 n . . . n A „ \ .

11. Az a j  feladat egyszerűen igazolható; a c  reláció tran- 
zitivitása m iatt a P  és Q c z R  prem isszáknak nyilván k ö ­
vetkezménye a P c R  konklúzió (16. ábra).
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16. á b r a

h)  Mivel P n Q ^ Q ,  ezért van olyan x, amelyre x e P r ^ Q ,  
tehát x e  P és x e Q .  Ekkor viszont Q c  i? m iatt x e  R is telje­
sül, tehát Fní?=#=0 (17. ábra).

17. á b r a

12. a)  Szemléltessük először a következtetést (18. ábra)! 
Látható, hogy a premissza igaz voltát biztosító je ­
lölés hiányzik az ábráról. Logikailag végiggondolva azt ta ­
láljuk, hogy a premisszákból annyi következik, hogy

Q c P n R .
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Ebből a konklúzióra csak akkor következtethetünk, ha pél­
dául feltesszük még, hogy Q * 0 . E  premissza pótlólagos fel­
vételével a következtetés helyessé tehető.

b)  A  következtetés helyes, hiszen ha van olyan x, amelyre 
x e R n Q  és Q c P ,  akkor x e P n R  is igaz, tehát Pr\R  =#= 0 
(19. ábra).

19. ábra
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II. A K IJEL EN TÉSLO G IK A

1. A logikai műveletek és tulajdonságaik

Példaképpen m ár vizsgáltunk következtetéseket, ezek­
ben a premisszák és a konklúzió is kijelentés volt. A kijelen­
tések lehetnek igazak vagy hamisak, úgy m ondjuk ezt, hogy 
egy kijelentés logikai értéke lehet igaz vagy hamis. A követke­
zőkben olyan kijelentések körében végzett műveleteket fo­
gunk vizsgálni, amelyekben a művelet eredményének logikai 
értéke csak kom ponenseinek logikai értékétől függ. Ezeket 
a műveleteket logikai műveleteknek nevezzük. A logikai m ű­
veletek tulajdonságainak tanulm ányozása megkönnyíti a  kö­
vetkeztetések vizsgálatát.

A következtetésekben csak a kijelentések szerkezetét fog­
juk vizsgálni, a helyes következtetések a bennük szereplő ki­
jelentések szerkezete m iatt lesznek helyesek.

A tagadás az egyik legegyszerűbb logikai művelet. Igaz ki­
jelentés tagadása hamis, hamis kijelentés tagadása igaz. A ta­
gadás műveletének m atem atikai modellje a negáció művele­
te, ezt az i és h logikai értékekből álló halmazon, az {i ,h} 
kételemű halm azon értelmezzük. A művelet jelölésére a 
jelet használjuk, és a műveletet a következőképpen definiál­
juk :

A ~\A
i h
h i

( 1)

G yakran használjuk azt a logikai műveletet is, am ikor két 
kijelentést az „és” kötőszóval kapcsolunk össze egy kijelen­
téssé. Például az „öt prímszám és a kilenc négyzetszám” kije­
lentés az „öt prím szám ” és „a kilenc négyzetszám” kijelenté­
sekből keletkezett az „és” művelettel. Mivel m indkét kijelen­
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téskom ponens igaz, az összetett kijelentés is igaz. Az „és” 
művelet használatát végiggondolva azt találjuk, hogy a m ű­
velet eredményét pontosan ebben az egy esetben tekintjük 
igaznak, minden más esetben ham isnak. Ennek megfelelően 
a művelet m atem atikai modelljét, a konjunkciót a következő­
képpen definiáljuk az {i, h} kételemű halm azon (a művelet 
jele A ):

A B A a B
i i i
i h h
h i h
h h h

(2)

Egy további, szintén gyakran használt logikai műveletet a 
„vagy” kötőszóval fejezünk ki. A „vagy” kötőszót többféle 
értelemben is használjuk a hétköznapi nyelvben. Ezek közül 
a m atem atika szám ára és logikai szempontból is az ún. meg­
engedő vagy használata a legfontosabb. Például az „ez a 
szám vagy prímszám, vagy páros szám ” kijelentést igaznak 
tekintjük akkor is, ha a szóban forgó szám páros is és prím ­
szám is, azaz a szám 2. Ennek megfelelően a művelet m ate­
matikai modelljét a diszjunkciót (alternációt) (jele: v ) a kö ­
vetkező m ódon definiálhatjuk:

(3)

A B A w B
i i i
i h i
h i i
h h h

Gyakorló feladatok

I. Igazoljuk a következő azonosságokat:

a)  A A B = B /\ A, 
h ) A v B  = B v  A,
c)  { A a. B ) a. C  = A a ( B a C),
d)  {A-v B ) v C  = A v ( B v C ) .
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Megoldás:

M indegyik azonosság közvetlenül igazolható úgy, hogy a definiáló ér­
ték táb láza tokat elkészítjük, és észrevesszük, hogy a jo b b  és bal o ldalon ál­
ló kifejezések értékei sorról sorra megegyeznek. Példaképpen igazoljuk ez­
zel a m ódszerrel a c )  azonosságot:

A B C A a B ( A a B ) a C B a C A A ( B a C )

i
i

i
i

i
h

i
i

i
h

i
h

i
h

i h i h h h h
i h h h h h h
h i i h h i h
h i h h h h h
h h i h h h h
h h h h h h h

A táblázat 5. és 7. oszlopa sorról sorra megegyezik, igy a két kifejezés é rté­
ke A, B és C m inden lehetséges értékére azonos.

Egy másik, szintén jól használható m ódszer azonosságok igazolására 
az, am ikor m egm utatjuk, hogy a bizonyítandó azonosság két oldalán álló 
kifejezés a változóknak ugyanazokra az értékeire lesz igaz (vagy hamis, mi­
kor melyiket célszerűbb vizsgálni). Igazoljuk például ezzel a m ódszerrel a
d)  azonosságot. Ebben az esetben a diszjunkció érték táb lázatá t megnézve 
azt látjuk, hogy a m űvelet eredm énye pontosan egy esetben hamis, akkor, 
am ikor m indkét tag hamis. Célszerű ezért azt vizsgálni, hogy milyen eset­
ben vesz fel hamis értéket m indkét oldal. H asználjuk a következő rövid je ­
lölést: p\ . \ A \ = /i jelöli, hogy A értéke hamis. A bal oldalon álló d iszjunk­
ció pontosan akkor hamis, ha m indkét tagja hamis, vagyis \ A v B \  = h é s  
\C\ = h. Az \ A v B \  = h csak abban az esetben áll fenn, ha \A \ = h és 
\B\ = h, végeredményben tehát a bal oldal akkor és csak akkor hamis, ha
I 1  =  I =  I C | =  /t. A jo b b  oldalon álló diszjunkció értéke csak akkor 
hamis, ha | /I | = h és \ B v  C\ = h, azaz \A \ = \B\ = |C | =  h. Ezzel igazol­
tuk az azonosságot.

Érdem es megjegyezni, hogy a za ) ,  h)  azonosságok szerint a konjunkció 
és diszjunkció kom m utatív , sl c ) és d ) azonosságok szerint pedig asszocia­
tív műveletek.

2. Igazoljuk a következő azonosságokat: 
a)  A a ( B v C) = ( A a B ) \ / ( A a C), 
h)  A v { B a C) = ( A v B ) a ( A v CÍ
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c ) A A (A V B) = A,
d)  A v ( A a B) = A,
e) A A A = A,
f )  A v A  = A.

Megoldás:

A z a ) é s h )  azonosságokat disztributivitási szabályoknak nevezzük. Ha 
A helyett a szorzás jelét, v  helyett pedig az összeadás jelét írjuk, akkor az 
ü)  azonosság ilyen alakú:

(4) A ( B ~ ^ C )  = A B - ] - A C ,

'áh)  azonosságot pedig így „fordíthatjuk le” :

(5) A-\-B C = (A-^B)- (A-^C) .

Ha most A, fi, C például valós szám okat jelentenek, • és +  pedig a valós 
számok körében értelm ezett szorzást és összeadást, akkor a (4) azonosság 
igaz, de az (5) azonosság nyilván nem. Ez m utatja  a lényeges eltérést a szá­
mok algebrája és a logikai algebra között.

Igazoljuk a h )  azonosságot {az a)  b izonyítása ennek m intájára  könnyen 
elvégezhető). A h )  azonosság bal oldala akkor és csak ak k o r hamis, ha 
I /41 =  /? és fí és C közül valamelyik hamis. A jo b b  oldal akkor és csak ak ­
kor hamis, ha | /I v fi| =  /?, vagy \ A v C \  = /i, azaz A hamis és B és C közül 
valamelyik hamis.

A c)  azonosság igazolását is ezen a m ódon könnyű elvégezni. A bal o l­
dal akkor és csak akkor igaz, ha A igaz (hiszen ekkor \ A v  B\ = i is telje­
sül). Nyilván pontosan ekkor igaz a jo b b  oldal is.

H asonlóan igazolható a d )  azonosság is. A c ) és d ) azonosságokat szo­
kás elnyelést szahályoknak  is hívni.

Még könnyebb az e) és az f )  azonosságok (rövidítési szabály) igazolá­
sa; ezek jo b b  és bal oldala nyilván egyszerre igaz a konjunkció, ül. a disz­
junkció definíciója alapján. Ha ismét a a  jel helyett jelet, a v  jel helyett 
+ jelet képzelünk, akkor ezt a két azonosságot úgy fejezhetjük ki, hogy a 
logikai a lgebrában nincs 1 -nél nagyobb kitevő, és nincs 1 -nél nagyobb 
együttható sem.

3. Igazoljuk a következő, negációt is tartalm azó  azonosságokat:

a) - \ {ÁKB)  =  - ]Ay-^B,
b)  n (^ V ^ ) =
c) ~^A^A =  h,
d) ~\A\ /A =  /,
e)  -^^A =  A.
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A z  a)  azonosság igazolásakor azt érdem es vizsgálni, hogy m ikor hamis 
a két oldal. A bal oldal akkor és csak akkor hamis, ha \ A a  B\ = /, azaz 
A is és B is igaz. A jo b b  oldal akkor és csak akkor hamis, ha és ~]B 
is hamis, azaz A is és B is igaz. Ugyanezzel a m ódszerrel igazolható a h )  
azonosság is.

A z  a) és h)  azonosságot De Morgan-azonosságoknak  is szokás nevezni.
A c )  azonosság az ellentmondásmentesség logikai elvét form alizálja. Azt 

fejezi ki, hogy egy állítás és a tagadása  nem lehet egyszerre igaz. B izonyítá­
sa közvetlenül adódik a negáció és a konjunkció definíciója alapján.

A d )  azonosság a harmadik kizárásának logikai elvét fejezi ki; azt, hogy 
egy állítás és a tagadása  közül valam elyik feltétlenül igaz. Az azonosság 
igazolása a negáció és diszjunkció definíciója alapján nagyon könnyen 
elvégezhető.

A z é )  azonosság, a kettős negáció szabálya szintén azonnal igazolható a 
negáció definíciója -alapján.

Az eddig vizsgált három  logiicai művelet -  a negáció, kon­
junkció és diszjunkció -  mellett további két fontos és (külö­
nösen a m atem atikában) nagyon gyakran használt logikai 
műveletet fogunk most bevezetni: az implikációt (kondicio- 
nális) és az ekvivalenciát (bikondicionális).

Az implikáció logikai művelete a „h a .. ak k o r.. .” kö tő ­
szavakkal kifejezett állítások körében végzett művelet logi­
kai modellje. Vizsgáljuk meg, hogyan célszerű definiálni az 
implikációt, ha összhangban akarunk m aradni a „h a ..., ak ­
kor. ..” nyelvi használatával. A számelméletből tudjuk, hogy 
a „H a a osztója b-nek, akkor a osztója bc-nek"  összetett állí­
tás igaz. Ezen azt értjük, hogy akárm ilyen pozitív egész szá­
m okat helyettesítünk is a, h és c helyére, az így kapott állítás 
mindig igaz lesz. Nézzük meg, hogy milyen esetek lehetsége­
sek:

a = 2, b = 4, c =  3; „2 osztója 4-nek” igaz,
„2 osztója 3 • 4-nek” igaz; 

a = 2, b = 3, c =  4; „2 osztója 3-nak” karnis,
„2 osztója 3 ■ 4-nek” igaz;

Megoldás:
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a = 2, b = 3, c =  5; „2 osztója 3-nak” /lamis,
„2 osztója 3 • 5-nek” hamis.

Az összetett állítást m indhárom  esetben igaznak kell tekinte­
nünk. Az a negyedik eset, am ikor „a osztója 6 -nek” igaz és „a 
osztója fec-nek” hamis, nem fordulhat elő, hiszen akkor ha­
misnak m ondanánk az összetett ítéletet.

Az elm ondottak alapján az im plikációt (jele: -►) a követ­
kezőképpen definiáljuk:

A A A —*■ B

i i i
i h h
h i i
h h i

Az ekvivalencia az „akkor és csak akkor, h a .. .” kapcsolat­
tal kifejezett művelet logikai modellje. A z„ a -b  = 0 akkor és 
csak akkor, ha a =  0  vagy /) =  0 ” állítás azt fejezi ki töm ör for­
mában, hogy a két összekapcsolt állítás egyszerre igaz vagy 
hamis. Ennek megfelelően az ekvivalencia (jele: <-̂ ) logikai 
műveletét így definiáljuk:

A B A ^ B
i i i
i h h
h i h
h h i

Gyakorló feladatok

4. Igazoljuk a következő azonosságokat: 
a)  = ~ l A v  B,
h) A ^B  = {A-^B)a {B^A\
c) (Aa B)-^C = A-^(B^Cl
d )  A - * A  = i,
e)  A*-*A = i.
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A z  a)  azonosság bal oldala akkor és csak akkor hamis, ha \A\ — i és 
\B\ =h.  A jo b b  oldal akkor és csak akkor hamis, ha \ - i A \ =h ,  azaz \A\ = i 

és\B\  = h.
A h )  azonosság igazolásához készítsünk érték táb lázato t:

Megoldás

A B A ^ B A - ^ B B - ^ A Í A - ^ B ) a {B-^A)

i
i

i
h

i
h

i
h

i
i

I
h

h i h i h h

h h i i i i

A táblázat harm adik  és utolsó oszlopa sorról so rra  megegyezik, tehát az
azonosság fennáll.

A c ) azonosság igazolásához vizsgáljuk meg, m ikor ham is a bal o ldal. 
Ez | /1 a B | =  i és |C| =  /i esetben teljesül, azaz akkor és csak akkor, ha 
M| =  lB| =  í és \C\ = h. A jo b b  oldal akkor és csak akkor hamis, ha 1/1| =  / és 
\ B ^ C \  = h, azaz |/1 | =  1B| =  Í és |C| =  /i. Azt kaptuk, hogy a két oldal logrkai
értéke minden esetben egyenlő. , • » i ,

A d ) és e ) azonosságok igaz volta közvetlenül leolvasható a műveleti
definíciókból.

Feladatok

1. Készítsük el a következő formulák értéktáblázatát;
a) - l Á A - \ { n A v B ) ;  
h)
c)  (A -^(B-^C))-^{(A -*B)M A-^C )).

2. Igazoljuk a következő azonosságokat:
a)
h) A ^ B  = ( n A v B ) A { n B v Á ) ;
c)  A -^ B  = ^ B - ^ - ] A .

3. Igazoljuk, hogy a következő formulák a bennük szerep­
lő változók m inden értékére igazak:

a) (A a {A->^B))-^B;
b) ( (A -^B )a { B ^ C ) ) M ^ ^ C ) ;
c)  ((/4v B v C) a H B a

44

4. Igazoljuk, hogy tetszőleges a és fi formulák esetén az 
cc = P azonosság csak akkor teljesül, ha az form ula a 
benne szereplő változók minden értékére igaz. (Azonosan 
igaz.)

5. H a a olyan formula, amelyben a változójeleken kívül 
csak a n , a , v  logikai jelek fordulnak elő, akkor azt az a* 
formulát, amelyet a-ból úgy kapunk, hogy az a jeleket v je ­
lekre, a V jeleket a jelekre cseréljük ki, a duálisának nevez­
zük.

Gyakorlásképpen írjuk fel néhány formula duálisát:

a: ( /1 v B )a  n C , a*: ( A a B ) v ^ C ;  

fi: / i A ( n ( f i v n c ) v ( B A  n c ) ) ,  

fi*: / l v ( n ( B A  n C )A (B v n C ) ) ;

y: A ~\ ( Bv { A a  n c ) ) ,  

y*: ~ l A v  - \ ( B a ( A v  hC)).

Igazoljuk, hogy
ha a =  ^, akkor <x* = fi*\

b) ha (X azonosan igaz, akkor n a *  is azonosan igaz.
6 . Igazoljuk, hogy egy olyan a formula, amelyik csak 

műveleti jelet tartalm az, akkor és csak akkor azonosan igaz, 
ha minden változó páros számszor szerepel benne.

2. Igazságfüggvények, normálformák

Az előző pontban olyan egy- és kétváltozós műveletek­
kel foglalkoztunk, amelyek az [í, h} halm azon vannak értel­
mezve. A megvizsgált logikai műveletek ismert, gyakran 
használt logikai műveletek m atem atikai modelljei voltak. 
Vizsgáljuk most ezt a kérdést általánosan is -  elvonatkoztat­
va a műveletek nyelvi ta rta lm átó l!
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A z  [i ,h] kételemű halm azon értelmezett, {í, h] halmazbeli 
értékeket felvevő n-változós függvényekkel foglalkozunk ál­
talánosan is. Egy ilyen függvényt -  mivel az értelmezési ta r­
tom ánya véges halm az -  értéktáblázattal adhatunk meg ké­
nyelmesen. Azt a kérdést fogjuk megvizsgálni, hogy egy ily 
m ódon definiált igazságfúggvény az előző pontban meg­
ismert logikai műveletekkel kifejezhető-e, és ha igen, ho­
gyan.

Gyakorló feladatok

5. Fejezzük ki n ,  a  és v  művelettel a következő érték táb lázattal 
definiált kétváltozós /  igazságfüggvényt;

A B m  B)
i i h
i h i
h i i
h h i

M eg oldás:

Az érték táb lázatró l megfigyelhetjük, hogy az /  [A, B) értékek között 
csak egy hamis van, a többi érték m ind igaz. K önnyű felfedezni, hogy a 
konjunkció é rték táb lázata  annyiban különbözik ettől, hogy ahol itt h van, 
ott a konjunkcióban í, és forditva. Ez rögtön adja azt az ötletet, hogy 
/ ( / I ,  B) Így fejezhető ki:

/(/4 , B) = ^ ( A a B).

A feladatnak még egy másik m egoldását is m egm utatjuk. O lyat, amely 
nem épit arra  a speciális esetre, am it az /  függvény definíciójában észrevet­
tünk, hanem  álta lános esetben is jó l használható.

T udjuk, hogy a diszjunkció akkor és csak akkor igaz, ha valamelyik 
tagja igaz. Az /  é rték táb lázatában  három  igaz sor van, így próbáljuk  meg 
/-et egy három  tagú diszjunkcióval kifejezni. Az egyes tagokat konjunkci- 
ókkal fogjuk m egadni úgy, hogy pontosan  akkor legyenek igazak, am ikor 
azt az /-et definiáló érték táb lázat előírja.

f ( A ,  B )  =  ( A A - ] B ) v ( ~ ] A / \ B ) v ( n A A - ] B ) .
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Könnyen ellenőrizhetjük, hogy az /- re  k apo tt két kifejezés értéke A és 
B tetszőleges értéke esetén azonos.

6. A g három változós igazságfüggvényt a következő érték táb lázattal 
definiáljuk:

A B C g(A, B, C)

i i i h
i i h h
i h i h
i h h i
h i i h
h i h i
h h i i
h h h h

Röviden azt m ondhatjuk : g értéke akkor és csak akkor legyen igaz, ha A, 
B és C közül pontosan az egyik igaz. Fejezzük ki ,^-t n ,  a  és v  segítségé­
vel!

Megoldás:

Kövessük az előző, 5. feladat m ásodik m egoldásában alkalm azott eljá­
rást! Ennek megfelelően í/-t egy három tagú diszjunkcióval akarjuk  kifejez­
ni, hiszen g értékei között három  / van. Az egyes igaz soroknak megfelelő 
konjunkciós tagokat a következő m ódon építjük fel: amelyik változó érté­
ke igaz, azt negálatlanul, amelyik hamis, azt negálva vesszük be konjunkci­
ós tagnak. E kkor a kapo tt konjunkció csak pontosan a m egadott értékek­
re lesz igaz, g értéke pedig a három  diszjunkciós tagnak megfelelően po n ­
tosan három  esetben lesz igaz.

g(A, B, C) = { A a  ~] Ba  ~ ] C ) v ( - 1 A a B a  n C ) v  

v ( n / i  A ~]Ba CI

Az előző két gyakorló feladat m egoldásakor alkalm azott 
módszer általános esetben is jól használható. Érdemes észre­
venni, hogy ezzel igazolni is tu d tu k ; tetszőleges igazságfügg­
vény kifejezhető negáció, konjunkció és diszjunkció segítségé­
vel. Azt is hozzátehetjük, hogy az a formula, amivel az érték- 
táblázattal m egadott igazságfüggvényt ki tudjuk fejezni, a 
következő m ódon épül fel: olyan konjunkciók diszjunkciója,
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amelyekben minden konjunkciós tag vagy egy változó, vagy 
egy változó negáltja, és minden diszjunkciós tagban minden 
változó előfordul vagy negálva, vagy negálatlanul (ugyanaz a 
változó egy konjunkcióban csak egyszer szerepel, és nincs 
két olyan diszjunkciós tag, amelyek csak a változók sorrend­
jében különböznek). Az ilyen tulajdonságú form ulákat teljes 
diszjunktiv normálformáknak nevezzük (rövidítve: t. d. n. f.).

A t. d. n. f.-nak megfelelő (duális) fogalom a teljes kon­
junktív  norm álform a (t. k. n. f.). Egy formuláról akkor 
mondjuk, hogy teljes konjunktív normálforma, ha olyan disz- 
junkciók konjunkciója, amelyekben minden diszjunkciós tag 
vagy egy változó, vagy egy változó negáltja, és minden disz­
junkciós tagban a formulában szereplő minden változó -  negál­
va vagy negálatlanul -  pontosan egyszer fordul elő, és nincs 
két olyan konjunkciós tag, amelyek csak a változók sorrend­
jében különböznek.

Gyakorló feladatok

7 . írjunk  fel olyan t. k. n. f.-et, amely a következő érték táb lázattal defi­
niált igazságfüggvényt fejezi ki:

Megoldás:

T udjuk, hogy a konjunkció ak k o r hamis, ha valamelyik tagja hamis, 
így az érték táb lázatban  három  ham is sorának megfelelően három  ko n ­
junkciós tagunk lesz.
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Az egyes konjunkciós tagokat alko tó  diszjunkciókat úgy Jcell felírni, 
hogy a megfelelő tag ham is legyen, a diszjunkcióról pedig tudjuk, hogy 
csak akkor hamis, ha m inden tagja hamis. Az elm ondottak  alapján a h 
függvényt így írhatjuk  fel t. k. n. f. segítségével:

h(A, B ,C )  = ( - ] A v - ] B v C ) a ( - ] A ' ^ B \ / - ] C ) a

a (Av n s v  nc).
8 . Az előző fejezetben bizonyíto tt azonosságok felhasználásával a lak ít­

suk t. d. n. f.-vá a következő form ulákat:

a) A-^(B-^C);

h)  A - ^ ( B ^ A ) .

Megoldás:

Az  a)  form ula á ta lak ításakor először használjuk fel azt, hogy az im pli­
káció kifejezhető negáció és diszjunkció segítségével (4. a ) gyakorló fel­
adat):

A - ^ ( B ^ C ) =  - ] A v { ~ l B v C y

Még azt kell elérnünk, hogy m inden diszjunkciós tagban m indhárom  
változó szerepeljen vagy negálva, vagy negálatlanul. Ehhez d)  azonos­
ságot használjuk fel, valam int azt a tényt, hogy az i logikai értéket k o n ­
junkciós tagként hozzávéve a form ulához, nem változik meg az értéke:

~ ] A v  ~ l B v  C = {~]A A ( B v  1 B ) a ( C v  ~1 C ))v

v((/í V ~|/1) A ~1B a {C V nC)) v((/l V n.4) A
a (B V ~\B) A C).

A kapott form ula á ta lak ítására  a disztributivitási szabályokat és egyéb, 
m ár bizonyíto tt azonosságokat használjuk fel (például A v  A = A).

Végül a következő t. d. n. f.-hez ju tu n k :

( " l / l A B A C ) v ( n / l A B A n C ) v

v ( ~ ] A  A ~1B a C ) v ( - \ A  A -]B A  - ]C)w  

v ( A  A -]B a C ) v { A  A -]B A - ^ C ) v  

v ( A a B a C ) .
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A h)  form ulában először az im plikáció műveleteket írjuk át konjunk- 
ció, diszjunkció és negáció felhasználásával a 4 . a)  azonosság ismételt, 
a lkalm azásával:

A - >{ B- * A) = - \ A v ~ ] B v A .

Az ű j  feladat m egoldásában a lkalm azott módszerrel most kiegészítjük 
az egyes diszjunkciós tagokat úgy, hogy m inden tagban minden változó 
szerepeljen vagy negálva, vagy negálatlanul:

H / l v  =  ( - | - 4 a ( B v  n B ) ) v ( ( / l v  n ^ )  A - | B ) v

v ( ^  a ( B v - I B ) ) .

Ezután a disztributivitási szabály é s a z  A v  A = A rövidítési szabály a lka l­
m azásával a következő t. d. n. f.-t k a p ju k :

( n - 4 A B ) v ( - |^  A -\B)v {Aa B)v (A/\ ~1B).
A kapo tt t. d, n. f.-nak négy tagja van, az összes lehetséges tag szerepel 

benne. Ez azt jelenti, hogy a form ula érték táb lázatának  minden sorában  i 
érték áll, azaz a form ula azonosan igaz.

Az előző két gyakorló feladatban alkalm azott m ódszer ál­
talánosan is használható. Tetszőleges olyan formulát, amely 
változókból, a “ I, A ,  V ,  -►, <-> műveletekkel épül fel, 
t. d. n. f.-vá alakíthatunk az előző fejezetben bizonyított azo­
nosságok felhasználásával. A bban az esetben kapunk üres 
t. d. n. f.-et (olyat, amelynek egy tagja sincs), am ikor a kérdé­
ses formula a benne szereplő változók minden értékére ha­
mis, röviden, azonosan hamis. H a a formula azonosan igaz, 
akkor a t. d. n. f-ban  az összes lehetséges tag előfordul, azaz, 
ha a formula n-változós és azonosan igaz, akkor a t. d. n. f-  
jában  2 " tag van, hiszen a form ula értéktáblázatának 2 " sora 
van.

H asonlóan látható, hogy bármely formula t. k. n. f-ra  
hozható. Az azonosan igaz formula t. k. n. f-ja  üres, az azo­
nosan hamis, n-változós form ula t. k. n. f.-jában pedig az 
összes lehetséges 2" tag szerepel. (Form ulák azonosan igaz, 
vagy azonosan hamis voltának eldöntésére más eljárásokat 
is használnak; például az analitikus táblázatok módszerét.)
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9. Hozzuk t. k. n. f.-ra a következő form ulákat: 

a)  - l ( ( A ^ B ) ^ ( n B - > n A ) ) ;  

h)  ( A v B ) - ^ ( A y B w C ) .

Megoldás:

a)  AH,  gyakorló feladatban a lkalm azott m ódszert követve, alakítsuk át 
először a form ulát úgy, hogy csak ~l, a  és v legyen benne:

^ ( ( A - ^ B ) - ^ ( - l B - ^ - ] A ) )  =

= ^ ( - ^ ( - ] A ^ y B ) v ( B v - ] A ) ) .

Ezután alkalm azzuk a De M organ-azonosságot, és a disztributivitási sza­
bályt:

- {(-](-]  A w B) V (B V H/4)) =

=  n((/4 A n B ) v f í v  l A )  =

= ( ~ ] A v  B ) a n B  A A.

M ár csak azt kell elérni, hogy minden konjunkciós tagban m inden változó 
szerepeljen (negálva vagy negálatlanul). Ennek eléréséhez használjuk fel, 
hogy |/4 A "1 /4 | =  / í é s a  hamis diszjunkciós tagot bárm ely form ulához 
hozzákapcsolhatjuk, a form ula értéke nem  változik.

( ^ A v  B ) a ( ( A a ~ \ A ) v - ] B ) a ( A v ( B a ~]B)) =

= ( ^ A v  B ) a ( A v  ~1B)a ( - 1 A v  - ] B ) a ( A v  B).

Az összes lehetséges tag szerepel, tehát a form ula azonosan hamis.
A h ) feladat m egoldásához hasonló m ódszerrel ju th a tu n k  el. Fejezzük 

ki az im plikációt negáció és diszjunkció segítségével:

( A v  B ) - ^ ( A y  B v C )  =

=  - ] ( A v  B ) v  A v  B v C .

A kapo tt form ulára alkalm azzuk a De M organ-azonosságot

- l ( A v  B ) v  A v  B v  C = (~]A A n B ) v  A v  B v  C. '

Gyakorló feladat
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A disztributivitási szabály alkalm azásával a következő form ulához ju tu n k :

( ( l A v  A ) v  B v C ) a { A v ( - ^ B v  B ) v  C).

Mivel I V /1| =  / és egy olyan diszjunkció, amelynek egyik tagja igaz, 
igaz lesz, a k apo tt t. k. n. f. üres, egyetlen tagot sem fog tartalm azni.

Még néhány kétváltozós igázságfüggvényt vizsgálunk meg, 
olyan függvényeket, amelyeknek érdekes gyakorlati a lkalm a­
zásai vannak.

A hétköznapi használatban elég ritkán szerepel az a logikai 
művelet, am it a  „sem ..., sem .. .” logikai kapcsolószavakkal 
fejezünk ki. Ennek m atem atikai modellje a sem-sem művelet 
(jele: |).

Ezt a műveletet a következő értéktáblázattal definiálhat­
juk szabatosan;

A B A [B
i i h
i h h
h i h
h h i

A m indennapi használatban van a „vagy” kapcsolószónak 
egy olyan értelme is, am ikor azt fejezzük ki vele, hogy két 
állítás egyszerre nem lehet igaz, minden más eset előfordul­
hat. Ezt modellezi az úgynevezett Sheffer-féle művelet (jele: ), 
amelyet így definiálunk:

A 8 A\B
i i h
i h i
h i i
h h i

Végül azt a logikai műveletet fogjuk modellezni, amelyet 
a  hétköznapi nyelv szintén a „vagy” szóval fejez ki, ahol a
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„vagy”-ot m ost választó értelemben értjük. Ez a  művelet az 
antivalencia vagy más néven a m odulo 2  vett összeadás. 
A művelet (jele: 0 ) definíciója:

A B A ^ B
i i h
i h i
h i i
h h h

A következő gyakorló feladatokban a m ost bevezetett há­
rom  művelet tulajdonságait fogjuk megvizsgálni.

Gyakorló feladatok

10. Fejezzük ki a i, |é s  ©  m űveleteket a n ,  a , v  m űveletek felhaszná­
lásával.

Megoldás:

A I m űveletet definiáló é rték táb lázatró l könnyen leolvasható, hogy ér­
vényes a következő azonosság:

A 1 8  = - l ( A v B ) .

A I művelet érték táb lázatá t vizsgálva, ham ar észrevehető, hogy az a 
konjunkció negációja, tehát:

A \ B = n ( A A B ) .

A 0  művelet -  az egyik elnevezés is erre utalt -  az ^  tagadása: 

A ® B  = ~1(A<-^B).

A ©  m űveletet ennek alapján m ár könnyen kifejezhetjük ~l, a  és v  

segítségével:

A @ B  = - ] ( ( A -^ B ) a (B-^A))  =

=  - ] ( ( n A v  B ) a ( - \ B v  A)) =

= (Aa -IB)v (Ba ^A).
11. Igaz-e, hogy a |,  | és ©  művelet kom m utatív  és asszociatív?
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Vizsgáljuk meg először a kom m utativ itást! A m űveleteket definiáló ér­
ték táb lázatokró l közvetlenül leolvasható, hogy s l z  A és B változók szerepe 
szim m etrikus, tehát m indhárom  művelet kom m utatív , azaz érvényesek a 
következő azonosságok:

A I B  = B I 

A \ B  = B \ A ;

A @ B  = B ® A .

Az asszociativitás m ár nem m inden m űveletre lesz igaz:

(/I I B) i C +  .1 1 (S 1 C),

m ert ha \ A \ = \ B \  = i és |C | =  /i, akkor a bal oldal igaz, a jo b b  oldal hamis 
értéket vesz fel. H asonlóan látható, hogy

(/l|B)|C=í= /1 |(B|C), 

például, ha \A\  = \B\ = h és |C | =  i, akkor

\ { A \ B ) \ C \  = h és M j ( f i |C ) |  = / .

A 0  művelet asszociativitását igazoljuk úgy, hogy érték táb lázato t ké­
szítünk:

Megoldás:

A kapo tt é rték táb lázat ötödik és hetedik oszlopa megegyezik, tehát ér­
vényes az

( A ® B ) ® C  = A @ (B ®C )

azonosság.
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12. Igazoljuk a következő azonosságokat: 

a)  A I B = n { ^ A \ - ] B ) ;  

h)  A \ B  = ~](-]A i n f í) ;

c)  A A  (B@C) = ( A a  B)@(A a  C);

d)  A v  B = A ® B ® ( A a B).

Megoldás:

Az  a)  azonosság igazolásához használjuk fel a 10. gyakorló feladatban 
bizonyított azonosságokat, és a De M organ-azonosságot. A bal oldal így 
a lak ítható  át:

A I B  = - ] ( A vB ) .

A jo b b  oldalból a következőt kapjuk:

I n f i)  -  n ( n ( n / i  A n fi))  =  - ] { A v B).

A két oldal azonos á ta lakításával k apo tt form ulák megegyeznek, tehát az 
azonosság érvényes.

A h )  azonosság igazolása pontosan ezen az úton történhet. A bal oldalt 
alakítsuk át először:

A \ B  = -](A A B).

A  jobb  oldal á ta lakításával ugyanezt a form ulát kapjuk:

n ( ^ A  i ~ \ B ) =  V  ~iB)) =  n ( / i  a B ) .

A c )  azonosság igazolásához vizsgáljuk meg, m ikor igaz a jobb, ill. a bal 
oldal. A bal oldal akkor és csak akkor igaz, ha \A\ = i és |B 0 C | =  /, azaz 
|f í | =  /é s  |C | =  /í, vagy \B\ = h és \C\ = i.

A jo b b  oldal a 0  m űvelet definíciója szerint csak akkor igaz, ha 
I / I  A  B I  =  / és I / I  A  C I =  /i, vagy | /í a  B  | =  /? és | /I a  C | =  /, ami akkor és 
csak akkor teljesülhet, ha \A\  = i és B, valam int C közül egyik igaz, másik 
hamis.

Az azonosság két oldalán álló form ula a változóknak ugyanazokra az 
értékeire lesz igaz, tehát az azonosság érvényes.
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Feladatok

7. Fejezzük ki konjunkció, diszjunkció és negáció segítsé­
gével a következő igazságfüggvényeket:

a)  f {A,  B, C) = i akkor és csak akkor, ha A, B és C  közül 
pontosan két változó értéke igaz;

b)  g{A, B, C) = i akkor és csak akkor, ha ő  és C közül 
páratlan számú logikai változó értéke igaz;

c) h{A, B, C, D)  = h akkor és csak akkor, ha pontosan 
egy logikai változó értéke hamis, egyébként igaz.

8 . írjuk fel az összes lehetséges kétváltozós igazságfügg­
vény értéktáblázatát, keressük meg az eddig definiált műve­
leteket és fejezzük ki az összes függvényt n ,  A és V segítsé­
gével !

9. Az 5. feladatban definiáltuk egy a (csak n ,  a  és v  m ű­
veletijelet tartalm azó) formula a* duálisát. Keressünk össze­
függést a és oc* t. d. n. f-ja  és t. k. n. f-ja között!

10. Igazoljuk, hogy minden igazságfüggvény kifejezhető 
olyan formulával, amelyben csak

a)  n  és A ;
h)  n  és V ;
c )  i;
d)  I

műveleti jel szerepel!
11. Igazoljuk a következő azonosságokat;

a)  ( A \ B ) \ { A \ C ) =  n A [ { B i C ) ;  

h)  { A [ B ) i ( A i C ) ^  - ]A {B C).

3. Az igazságfiiggvények néhány fontos osztálya

Az előző pontban m ár bevezettük az igazságfüggvé­
nyek fogalmát, megvizsgáltuk néhány egyszerű tulajdonsá­
gukat. A következőkben ezeknek a függvényeknek további
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fontos tulajdonságait fogjuk megvizsgálni, és foglalkozunk 
az n-változós igazságfüggvények néhány alapvető osztályá­
val. Ezeknek az osztályoknak az igazságfüggvények alkal­
m azásaiban is fontos szerepük lesz.

Ebben a fejezetben, mivel a fő szempont a függvények tu ­
lajdonságainak vizsgálata, a változókra az Xj, X2, . .., x„ jelö­
lést használjuk.

Azt mondjuk, hogy az f  n-változós igazságfüggvény lénye­
gesen függ az Xj ( 1  változótól, ha

/ (Xi ,  / i , x , x „ ) #

+  / ( x i , ... ,  x , _ „ i ,  x,+ i , . . . ,  x„).

H a ez nem teljesül, akkor azt m ondjuk, hogy az x,- fiktív vál­
tozója /-nek.

Gyakorló feladatok

13. Adjuk meg az összes 
a)  nullaváltozós, 
h ) egyváltozós,
c ) /1 -változós 

igazságfüggvények szám át!

M egoldás:

ü)  Két nullaváltozós igazságfüggvény van: 

f \ = h  és f 2 = i

h)  Négy egyváltozós logikai függvény van, mert azt kell összeszám ol­
nunk, hogy az

f(^)

táb lázatban  a két üres helyré hányféleképpen írhatjuk be az / és h értéke­
ket. Nyilván m indkét helyre két lehetőségünk van, ez összesen 2 -2  =  4 kü ­
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lönböző függvényt ad. Ezek közül kettő  a m ár a)-ban  felírt konstans / és 
konstans h lesz (ezek nyilván nem függenek lényegesen v-től, hiszen ezekre 
J{i) = J{h)). Ha az első sorba /-t, a m ásodik sorba h-i írunk, akkor az 
f^{x) = x  identitásfüggvényt kapjuk. Végül, ha az első sorba h-U a 2. sorba 
/-t írunk, akkor m egkapjuk a m ár ismert f ^( x )= ~\x  függvényt.

Az ^-változós igazságfüggvény értelmezési tartom ánya  -  az összes n 
hosszúságú /, h sorozatok halm aza -  2 " elem ből áll, azaz a függvény érték- 
táb lázatának  2" sora van. A függvényértéket m inden sor végén kétfélekép­
pen lehet m egválasztani, tehát .az ^-változós igazságfüggvények szám a 2 "̂.

Érdem es észrevenni, hogy ez m ár viszonylag kis n értékek esetén is na ­
gyon nagy szám, pl.

n 2 " 2 "̂

1 2 4 16
3 8 256
4 16 65 536
5 32 4 294 967 296
6 64 ^  1 ,8 4 1 0 '^

14. H atározzuk meg azoknak a
a)  kétváltozós igazságfüggvényeknek a számát, amelyek m indkét válto­

zójuktól lényegesen függnek;
h)  három változós igazságfüggvényeknek a szám át, amelyek m indhá­

rom  változójuktól lényegesen függnek!

Megoldás:

a)  Az összes kétváltozós függvények száma 16. Ezek között van a két 
konstans függvény, azu tán  (ha a változókat v, és .^ 2  jelöli) Xj, n.Xj, 
n.V2 , ez a 6  függvény nem függ lényegesen m indkét változójától. Azoknak 
a kétváltozós függvényeknek a szám a tehát, amelyek m indkét változójuk­
tól lényegesen függnek, legfeljebb 1 6 - 6  =  10. K önnyen ellenőrizhető, 
hogy valóban mind a 1 0  függvény m indkét változójától lényegesen függ.

h)  A három változós esetben m ár más m ódszerhez célszerű folyamodni. 
Itt az összes három változós igazságfüggvények szám ából kell levonni 
azoknak a számát, amelyek csak kettő, egy vagy pedig nulla számú válto ­
zótól függnek lényegesen., Jelölje azoknak az ^-változós függvényeknek 
a számát, amelyek mind az n változójuktól lényegesen függnek. E kkor F ,  
értékét az előző gondolat alapján így szám íthatjuk ki:
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ahol á lta lában  ( | jelöli az n elemű halm az k elemű részhalm azainak szá- 
\ k j

mát (1. I. fejezet 1. szakasz 3. gyakorló feladata). Az Fj  értékét azért kell a

szám m al m egszorozni, m ert a három  változó közül ennyiféleképpen

tudjuk kiválasztani azt a kettőt, am elytől lényegesen függ a függvény.

Ugyanilyen ok m iatt kell értékét a számm al m egszorozni.

Ennek alapján F , értékét m ár könnyű m eghatározni:

=  F  j =  2, az ű j eredm énye alapján F 2 =  10. Az I. fejezet 3. gyakorla tá ­
ból tudjuk, hogy

^ 3 \ /3

tehát

F 3 =  2 5 6 - 3 0 - 6 - 2  =  218.

A m ár ismert kétváltozós függvények jelölésére bevezetjük 
a következő jeleket:

V -  / s ,

^  “  fé'>

^  -  f i ^

~  / s ’

i -u
~  / l O ’

0  -  / l l -

A 2. pontban m egm utattuk, hogy az és függvé­
nyek segítségével a táblázattal m egadott minden igazság­
függvény -  az azonosan hamis függvény, azaz az függvény 
kivételével -  kifejezhető t. d. n. f. alakban. Ugyanezekkel a
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függvényekkel az összes igazságfúggvény az / j  függvény ki­
vételével t. k. n. f. alakjában is kifejezhető. Megvizsgáljuk, 
hogy ezek az eredmények hogyan általánosíthatók, és egyik 
fő célunk lesz olyan függvényrendszerek felkutatása, am e­
lyek segítségével az összes igazságfüggvény kifejezhető. 
Ezeknek a vizsgálatoknak az előkészítésére fogjuk tanulm á­
nyozni az n-változós igazságfüggvények néhány speciális 
osztályát.

Azt m ondjuk, hogy az /  «-változós igazságfüggvény meg­
őrzi a h logikai értéket, ha igaz a  következő egyenlőség:

f ( h ,  h , . . . , h )  =  h.

Jelölje K;, az ilyen tulajdonságú függvények osztályát!

Gyakorló feladatok

15. Állapítsuk meg, hogy az / , ,  J 2 , . . J\ 1 függvények közül melyek ele­
mei a K;, o sz tá ly n ak !

Megoldás:

A függvények érték táb lázatá t kell csak megvizsgálnunk. Ennek alapján 
azonnal adódik az eredm ény;

tartoznak  bele a osztályba.
16. H atározzuk meg azoknak az ^-változós függvényeknek a számát, 

amelyek elemei a o sz tá ly n ak !

Megoldás:

Egy ^-változós függvény érték táb lázatának  2” sora van (1. 13. gyakorló 
feladatot). A sorok közül egy sor a csupa h-{ tartalm azó  sor - értékét Ír­
juk elő akkor, am ikor kikötjük, hogy itt a függvény érték h legyen, a többi 
nem K^-ba tartozó  ^-változós függvény itt / értéket vesz fel. Az összes ^-vál- 
tozós függvények fele tartozik tehát a K̂ , osztályba, azaz összesen 2^"" ' 
függvény.
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Azt m ondjuk, hogy az /  n-változós függvény megőrzi az i 
konstanst, ha teljesül a következő egyenlőség:

/ ( ' ,  h ■ ■ ;  i) =  i- 

Jelölje K, az ilyen tulajdonságú függvények osztályát!

Gyakorló feladatok

17. Á llapítsuk meg, hogy az j \ ,  f j ,  . . j \  1 függvények közül melyek ele­
mei a K. o sz tá ly n ak !

Megoldás:

A 15. gyakorló feladat m egoldásához hasonlóan, elég a függvények ér­
ték táb láza tát megnézni. Azt kapjuk, hogy az

Jz-' ./s’ / s ’ ./ó’ Jh 

függvények elemei a K,. osztálynak.

18. H atározzuk meg a K- osztályba tartozó  n-változós függvények szá­
mát!

Megoldás:

A 16. gyakorló  feladat gondolatm enete alapján  itt is azt kapjuk, hogy az 
összes «-változós függvények fele, tehát

2 2 - 1

függvény tartozik  a K, osztályba.

A dualitás fogalmát n-változós igazságfüggvényekre is ál­
talánosíthatjuk. Azt m ondjuk, hogy az n-változós /  függ­
vény duálisa az n-változós / *  függvény, ha bármely, az i, h 
logikai értékekből álló ( x j , ... ,  x„) n-esre

f * { x i , x 2, . . . , x „ )  =  n / ( n x i , ...,  nx„).
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Egy n-változós igazságfüggvényről akkor m ondjuk, hogy 
önduális, ha önm aga duáhsa, azaz minden ( x i , . . x„)-esre

(4) n / ( n x i , . . . ,  nx„).

Jelölje U  az önduális függvények osztályát!

Gyakorló feladatok

19. Állapítsuk meg, hogy az j'2. • • ./, 1 függvények közül melyek ele­
mei az U osztálynak!

M egoldás:

A definíció a lapján  ellenőrizni kell m ind a 11 függvényről, hogy önduá- 
lis-e vagy sem .̂ Az / j  és f j  függvények nyilván nem önduálisak. Mivel

X =  n ( n x )  és 

n x  =  n ( - i ( n x ) )

az / 3  és függvények önduálisak. Az és ./^ ( v  és a  ) függvényekről tu d ­
juk, hogy egymás duálisai, tehát biztosan nem önduálisak. Az /y, /g, 
/,(), / j  1 függvényekre felírva a megfelelő azonosságokat, azt találjuk, hogy 
egyik sem érvényes, tehát ezek között sincs önduális. Érdem es még észre­
venni, hogy f-j és / ,  j egymás duálisai, azaz érvényes a következő azonos­
ság:

=  n ( n x i © n x 2 ) .

2 0 . H atározzuk meg az M-változós önduális igazságfüggvények szám át!

Megoldás:

M egint abból ind\iljunk ki, hogy az /i-változós függvény é rték táb lázatá­
nak 2" sorát hányféleképpen tudjuk k itölteni arra  ügyelve, hogy a (4) össze­
függés igaz legyen. A (4) alapján világos, hogy a táblázat sorainak felét tu d ­
juk szabadon megadni, hiszen ha egy (Xp ..., x j  helyen előírtuk a függvény 
értékét, akkor a (4) egyenlőség alapján  a (H X j, ..., H x J  helyen felvett érté­
ke m ár egyértelm űen adott. így tehát sort talá lhatunk  ki szabadon, 
azaz az ^i-változós önduális függvények száma:

22̂ . •
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Az n-változós /  igazságfüggvényt lineáris függvénynek ne­
vezzük, ha előállítható az

(5) / ( x i , . . . , x „ )  =  Co©CiXi©. . .©c^„

alakban, ahol CjX; a (c;AX;) form ula rövidítése (t =  
=  1 , 2 , . . . ,  n) és Cq, C l , . . . ,  c „ az i és h értékek valamelyikét je ­
löli. Az elnevezés onnan ered, hogy a a  sok tekintetben ha­
sonlít a számok körében értelmezett szorzásra, ©  pedig az 
összeadásra. (Ez a hasonlóság még nyilvánvalóbb, ha az i ér­
tékét 1-gyel, a h értékét 0-val jelöljük. Hasznos gyakorlat­
ként javasoljuk a  függvény megfogalmazását 0  és 1 értékek­
kel is!)

Jelölje L a lineáris igazságfüggvények osztályát!

Gyakorló feladatok

21. Állapítsuk meg, hogy az / , ,  j \ , függvények közül melyek ele­
mei az L o sz tá lynak!

Megoldás:

Vizsgáljuk végig az egyes függvényeket, hogy előállíthatók-e a kívánt 
a la k b an ! Az /j ,  függvények a = /, ill. a = h választással megfelelnek, 
tehát ezek lineáris függvények.

f^(x)  =  X  =  / / © Í X ,

f 4 ( x )  =  ~ l x  =  / © Í X

állítások megfelelnek az (5)-nek.
A z /s , • • •’ f i  1 kétváltozós függvényekről tudjuk, hogy m indkét változó­

juk tó l lényegesen függnek. Ezért a kétváltozós lineáris függvények (5) a la ­
kú előállításában, a

C o @ C ^ X i ® C 2 X 2

form ulában c^=ic2 = i lehet csak, hiszen hx = h. M ásrészt tudjuk, hogy 
ix =  x, tehát azt kell m egvizsgálnunk, hogy a

( 6 )  í ' o © X , © X 2
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alakú form ula milyen függvényeket állít elő. Ebből m ár az é rtéktáblázatok 
alapján  könnyen eldönthető, hogy ez Cf̂  = i esetén az x^<r^x2 form ulával, 
c‘Q = h esetén pedig az X j0X 2 form ulával azonos. Azt kapjuk tehát, hogy a 
felsorolt függvények közül J 2 , f^,  f j  és eleme L-nek.

22. H atározzuk meg az /i-változós lineáris igazságfüggvények szám át!

Megoldás:

Azt kell csak összeszám olnunk, hogy az (5) form ulával hányféle kü lön­
böző függvény á llítható  elő. Az (5) form ulában a C q, í j, . . c„ értékeket sza­
badon választhatjuk az i és h logikai értékek közül. Ez összesen 2”^  ̂ lehe­
tőség, tehát az /7-változós lineáris függvények szám a 2”^ ^

M ár említettük, hogy szokás az i logikai értéket 1-gyel, a h 
logikai értéket 0-val jelölni. Ebben az esetben természetes­
nek hat az, hogy a 0-t kisebbnek tekintjük, m int az 1-et. En­
nek alapján abban is m egállapodhatunk, hogy h< L  Más 
szavakkal ezt úgy is m ondhatjuk, hogy az (i, h] logikai érté­
kekből álló halm azon bevezettünk egy rendezést. Ennek a 
rendezésnek az alapján értelmezhetünk egy részhenrende- 
zést az

(7) {(X1 ,X 2 , Xj e{ i , h ) ,  J = 1 ,2 , . . . ,  n] 

halm azon is. M egállapodunk abban, hogy

(8 ) (Xi, X2 , . . x„) ^  (x'i, x'2 , . . x;),

ha minden l ^ j ^ n  számra Például

{h, i, i, h) ^  (i, i, i, h),

mert a két négyesben az egyik első kom ponense kisebb, mint 
a másiké, a többi kom ponensek pedig egyenlők. A (8 ) alatti 
definició csak részbenrendezése a (7) halm aznak, m ert nem 
tudjuk a (7) halm az akárm elyik két elemét összehasonlítani. 
Például n =  4 esetén a (h, i, h, i) és (i, h, i, h) négyesek nem ha­
sonlíthatók össze a (8 ) definíció alapján.
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Azt m ondjuk, hogy az /  n-változós igazságfiiggvény mo­
noton, ha bárm ely két, ( x j , . .. ,  x„) és (x' i, . . x^) n-esre, 
amelyre

( x i ,  . . . , x „ )  ^  ( x ' i , . . . ,  x ;)

teljesül,

/ ( x i , . . . , x „ )  ^  f { x \ , . . . ,x '„ )

is fennáll.
Jelölje M  a m onoton függvények osztályát!

Gyakorló feladat

23. Á llapítsuk meg,-hogy az / i ,  f j ,  • • •, / i  i függvények közül melyek ele­
mei M -nek!

Megoldás:

A definíció alapján nyilvánvaló, hogy

/ l , / 2 , / 3 e M

és / 4 ^ M . Vizsgáljuk a kétváltozós függvényeket! Az értelmezési ta r to ­
m ány elemeit a (8) definíció a következőképpen rendezi:

iU h)

(h, h)^ --------------------. (i, i)

{h, i)

A nyíl itt a nagyobb felé m utat. Az (i, h) és (h, i) párok nem  hasonlíthatók 
össze. A definiáló é rték táb lázatokból közvetlenül leolvasható, hogy csak 
az / j  és függvények tesznek eleget a m onotonitás definíciójának, tehát
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Az M-változós m onoton  igazságfüggvények szám ára alsó és felső becs­
lést ismernek. Jelölje M„ az «-változós m onoton függvények számát. Iga­
zolták, hogy

Megjegyzés

• |M„| ^

ahol k konstans, egy ^i-től függő szám és

egész számot, amely nem nagyobb -  -nél.

jelöli azt a legnagyobb

Azt m ondjuk, hogy az /7-változós /  igazságfüggvény szim­
metrikus, ha tetszőleges, az i és h logikai értékekből álló 
(xi, X2 , . . x„) rendezett ^i-esre igaz, hogy

f ( X i ,  X2, ■ . x„)  =  f { x \ ,  x '2 ,. . x'„),

ha (x'i, x'2,. . x'„) ugyanannyi i, ill. h jelet tartalm az, mint 
(xj, X2 , • . x„), csak esetleg más sorrendben.

Jelölje S a szim m etrikus függvények osztá lyá t!

Gyakorló feladatok

24. Állapítsuk meg, hogy az J\,  f j ,  . .., / , ,  függvények közül melyek ele­
mei S-nek!

Megoldás:

A definíció alapján  könnyen ellenőrizhetjük, hogy melyik függvény tesz 
eleget a definíciónak. Az / , ,  ./2 , ./s, J4  függvények nyilván kielégítik a definí­
ciót. A kétváltozós függvények közül azok szim m etrikusak, amelyeknek 
értéke az (/, h)  és {h,  i) helyeken megegyezik, tehát

./5’ .f(y Jl '  ./q’ J\ ()’ ./l 1 ^
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25. H atározzuk  meg az /i-változós szim m etrikus függvények szám át!

Megoldás:

A definíció alapján világos, hogy az M-változós szim m etrikus függvény 
érték táb lázatának  elkészítésekor az azonos számú /, ill. h jelet tartalm azó  
sorok közül csak az egyikbe írhatjuk be szabadon a függvény értékét, a 
többi helyre ugyanezt kell írnunk. Ennek megfelelően a 0, 1, 2, . . számú
i értéket tartalm azó  sorok kitöltésekor 2 lehetőségünk van (vagy /, vagy h 
értéket vesz fel a függvény), ez összesen 2"^  ̂ lehetőség, tehát az ^i-változós 
szim m etrikus függvények szám a 2 "^^

Feladatok

12. Igazoljuk, hogy a konstans hamis igazságfüggvény ki­
vételével m inden «-változós igazságfüggvény előállitható 
úgynevezett polinomiális alakban, azaz

Ot i @ 0 Í 2 ® '  '

alakban. Ebben (1 ^  i ̂  /c) olyan n-tagú konjunkció, amely­
nek minden tagja vagy egy változó, vagy egy változó negált- 
ja, ugyanaz a változó nem szerepel kétszer, és ha i j , akkor 
(X-i és oLj nem csak a tagok sorrendjében különböznek.

13. Igazoljuk, hogy a konstans igaz kivételével minden n- 
változós igazságfüggvény előállítható a következő a lak b an ;

ahol olyan «-tagú diszjunkció, amelynek minden
tagja vagy egy változó, vagy egy változó negáltja, ugyanaz a 
változó nem szerepel kétszer, és ha í j, akkor jS, és p j nem 
csak a tagok sorrendjében kü lönböznek!
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Az előző fejezetekben kidolgozott eszközök felhaszná­
lásával m ost m ár egy lényeges kérdést tudunk majd megvizs­
gálni. M ár az eddigiekben is találkoztunk olyan függvény- 
rendszerekkel, amelyek segítségével az összes igazságfügg­
vény kifejezhető.

Azt m ondjuk, hogy az f i ,  / j ,  igazságfüggvények tel­
jes függvényrendszert alkotnak, ha összetételükkel bármely 
igazságfüggvény kifejezhető. Az / j ,  / 2 , ..., f,, függvényeket 
együtt, szokás bázisnak is nevezni. Azt m ondjuk, hogy egy 
bázis minimális, ha belőle bármelyik függvényt elhagyva m ár 
nem kapunk teljes függvényrendszert.

4. Teljes függvényrendszerek

Gyakorló feladatok

26. Igazoljuk, hogy a következő függvényrendszerek bázist a lko tnak :
a)
b)  U A :  

d)
e)  /c,:
f )  /.«•

M egoldás :

A z  a)  m egoldása egyszerűen abból következik, hogy minden igazság­
függvény teljes diszjunktiv norm álform ára  hozható  és a konjunkció kife­
jezhető  diszjunkció és negáció segítségével:

x i )  = íÁXz)))-

Ez az azonosság csak egyszerű á tírása  a jól ismert De M organ-azonosság- 
nak. Az azonosan ham is függvényt -  j \ - Q i  -  pl. így fejezhetjük ki és 
segítségével:

/ i W  U / s í m  x)).
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H asonlóan adódik a feladat m egoldása is. M inden ipzságfüggvény  tel­
jes konjunktív  norm álform ára  hozható -  az azonosan igaz függvény kivé­
telével -  ez pedig

foix)  = W ' Á h i x ) -  •>c))

alakban írható  fel. A diszjunkciót, azaz az függvényt negációval és kon- 
junkcióval a De M organ-azonosság alapján fejezhetjük ki:

/sí-Xp ■'̂ 2 ) =  f A W Á X , ) ,  fÁXl)))-

c ) A  m egoldás egyszerűen adódik a 12. feladat eredm ényéből.
d ) A c)  a lapján elég azt m egm utatni, hogy j'4. -  sl negáció -  kifejezhető J 2 

és / i i  segítségével. Ezt a következő azonosság m utatja:

am it / ,  1 , azaz a ©  művelet é rték táb lázata  alapján azonnal ellenőrizhe­
tünk.

Az és f )  a 10. feladat c)  és d)  részéből következik.
Érdem es még megjegyezni, hogy Siz a ), h ), e ) és f )  függvényrendszerek 

minimális bázist is alkotnak.
27. Igazoljuk, hogy ha egy /  kétváltozós függvénnyel az összes igazság­

függvény kifejezhető -  azaz /  teljes függvényrendszert alkot -  akkor /  csak 
a I vagy 1 művelet lehet!

M egoldás :

G ondoljuk  végig - abból a feltételből, hogy /  segítségével az összes 
igazságfüggvény kifejezhető, hogyan á llítható  össze /  érték táb lázata :

'^ 1 ^ 2 f ( ^ l ^  ^ 2 )
i i h
i h
h i
h h i

Az első sorban ( /( /,  i) értéke) csak h lehet, m ert ellenkező esetben /  se­
gítségével csak olyan függvényeket fejezhetnénk ki, amelyek az (í, i) helyen 
/ értéket vesznek fel (például a | nem lenne kifejezhető). H asonló okokból a 
táb lázat utolsó sorában  csak i érték állhat. A m egm aradó két helyet még 
négyféleképpen tölthetjük  ki. H a a m ásodik helyre í-t, a harm adik  helyre 
h-i írunk, akkor

/ ( X , , . X 2 )  =  n . X2 ,
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tehát a kapott függvény / 4 -gyel azonos, ezzel pedig nem fejezhető ki az ösz- 
szes igazságfüggvény. H a az első helyre /i-t, a m ásodik helyre i-t írunk, 
akkor

/ ( x j ,  X 2) =  n x j ,

tehát m egint olyan függvényt kap tunk , amellyel nem  fejezhető ki az összes 
igazságfüggvény. Végül, ha m indkét helyre h-t írunk, akkor a |,  ha /-t, ak­
kor a I függvényt kapjuk. Ezekkel valóban kifejezhető az összes igazság­
függvény.

28. A 26. feladatban szereplő e)  bázis segítségével fejezzük ki a követke­
ző három változós igazságfüggvényeket:

a)  f ( x ^ , x 2, x ^ )  =
ha

/z, egyébként.

Ti, ha x , ,  X 2 , X3 közül 
h)  öf(xi, X2 , X3 ) =  pontosan  egy igaz,

IK egyébként.

Megoldás:

a)  A  definíció a lapján  az /  függvényt teljes diszjunktív norm álform á­
ban így írhatjuk fel:

/ ( X j ,  X2,  X 3 )  =  ( x ,  A X 2  A X 3 )  v ( n x i  A n X 2  A 1 X 3 ) .

Alkalm azzuk ezután a következő, m ár igazolt azonosságokat: 

n x j  =  X ,  | x , ;

X j  A X 2  =  ( x ,  | X 2 ) | ( X ,  1 X 2 ) ;

X i  V X 2  =  (-Xi | X J | ( X 2 | X 2 ) .

Ezek felhasználásával /-et a következő alakban állíthatjuk elő:

/ ( X i ,  X2,  X 3 )  =  ( ( ( X i  A X 2 )  A X 3 )  I ( ( X ,  A X 2 )  A X 3 ) )  I

| ( ( ( n x ,  A h x 2 ) a  " 1 x 3 ) 1  ( ( n x ,  A  “ 1 x 2 ) a  n x 3 ) )  =

= (((̂ 1 I ^2) I (̂ 1 I ->̂2)) I ->̂3) I ((̂ 1 I ^2) I (̂ 1 I -̂ 2) I ^3) I 
I ((̂ 1 I ^2) I (̂ 1 I ^2 )) I ^3) I ((̂ 1 I ^2) I (̂ 1 I ^2) I ^3)) I 
I ((((̂ 1 I ^ 1) I (̂ 2 I ^2 )) I ((̂ 1 I ^ 1) I (̂ 2 I ^2 )) I (̂ 3 I ^3)) I
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I (((̂ 1 I ^ 1) I (̂ 2 I ^2)) I ((̂ 1 h l)  I (̂ 2 I ^2)) I (̂ 3 I ^3)) I 
I (((̂ 1 i ^ 1) I (̂ 2 I ^2)) I ((̂ 1 I ^ 1) I (̂ 2 I ^2))) I (̂ 3 I ^3)) I 
I ((->̂1 I ^ 1) I (->̂2 I ^2)) I ((̂ 1 I ^ 1) I (̂ 2 I ^2)) I (̂ 3 I ^3)))-

h ) Itt is az aj megoldásában követett úton juthatunk célhoz. írjuk fel 
először a g függvényt t. d. n. f. alakban:

, ^( Xi ,  X2,  X 3 )  =  ( n X i  A 1 X 2  A X 3 )  v ( ~ I X i  A X 2  A “ I X 3 )  V 

v ( X i  A 1 X 2  A “ 1X3).

A k apo tt alakból az előzőkben felsorolt három  azonosság felhasználásával 
kaphatjuk  meg <^-nek a | m űvelettel kifejezett alakját. A részletes k iírást itt 
elhagyjuk.

Fontos problém a általában annak a kérdésnek az eldönté­
se, hogy egy adott igazságfüggvény-rendszer teljes-e vagy 
nem. Erre a kérdésre ad választ a következő, Post-Jablonsz- 
kij-tétel:

Az / i ,  / 2 , • fk  igazságfüggvényekből álló rendszer akkor 
és csak akkor teljes, ha a függvények között van olyan, 
amely

a ) nem eleme a K;, osztálynak,
h) nem eleme a osztálynak,
c) nem eleme az U  osztálynak,
d ) nem eleme az L osztálynak,
e ) nem eleme az M  osztálynak.

A tétel igazolását majd egy feladatsorozatban végezzük el.

Nyilvánvaló következménye a tételnek, hogy egy teljes 
függvényrendszerből ki lehet választani egy legfeljebb öt 
függvényből álló teljes részrendszert is. Az eddigi példáink­
ban találkoztunk m ár három, kettő, sőt egy függvényből álló 
teljes függvényrendszerrel is.

A kettőnél több változós függvények körében is érdekesek 
azok az igazságfüggvények, amelyek a ShefFer-függvényhez 
hasonlóan, önm agukban alkotnak teljes függvényrendszert.
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Á ltalában egy n-változós /  függvényről azt m ondjuk, hogy 
többváltozós Sheffer-Juggvény, h a  nem őrzi meg a konstanso­
kat, nem önduális, nem lineáris, és nem m onoton.

Gyakorló feladatok

29. Igazoljuk, hogy az és fg(-^)  függvények teljes függvényrend­
szert a lkotnak!

Megoldás:

A P ost-Jab lonszk ij-té te l felhasználásával azonnal adódik a megoldás, 
hiszen  ̂Ko, K ,̂ M és  ̂L, U.

Más m ódon is könnyen célhoz érhetünk. Elég például m egm utatni, 
hogy a konjunkció, /^ , kifejezhető és segítségével, hiszen azt m ár tu d ­
juk, hogy és teljes függvényrends/jiTl alkot. A kifejezhetőséget a kö ­
vetkező azonosság m utatja :

^2) = JÁ^l)))'
Ennek igazolása közvetlenül az érték táb lázatokból leolvasható.

30. Igazoljuk, hogy az és M<-^) függvények nem alkotnak teljes 
függvényrendszert!

Megoldás;

A Post-Jab lonszk ij-té te l alkalm azásával elég m egm utatni, hogy a függ­
vényrendszer nem elégíti ki az összes feltételt. Valóban, Ẑ , e L (1. a 21. 
gyakorló feladatot), tehát a d )  feltétel nem teljesül.

31. Igazoljuk, hogy ha egy /  függvényre teljesül, hogy akkor
vagy /  ^ U, vagy /  ^ K,. is teljesül!

M  egoldás:

H a /  nem őrzi meg a hamis konstanst, akkor /( /i, h , h )  = i. Ha 
/  (í, / , . . . ,  i) = í, ak k o r /  nem önduális, ha pedig f ( i ,  / , . . . ,  i) = /i, ak k o r / 
nem őrzi meg az / konstanst.

32. Igazoljuk, hogy m inden teljes függvényrendszerből ki lehet választa­
ni egy legfeljebb négy függvényből álló teljes rendszert!
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A Post-Jab lonszk ij-té te l szerint egy teljes függvényrendszerből mindig 
k iválasztható egy legfeljebb öt függvényből álló teljes részrendszer. Ezek 
között van olyan, amelyik nem  őrzi meg a ham is konstanst, de akkor a 31. 
gyakorló feladat szerint ez nem  önduális, vagy nem őrzi meg az igaz kons­
tanst, tehát egy további feltételt is kielégít. így a még szükséges 3 feltételhez 
legfeljebb három  további függvényt kell választanunk, és így kapunk egy 
legfeljebb négy függvényből álló teljes részrendszert.

Az eddigiek során is gyakran használtuk azt a kifejezést, 
hogy ado tt függvények segítségével új függvények előállítha­
tok. Ezen pontosabban a következőt értettük. Az ado tt függ­
vényekből újabb függvényeket képezhetünk a következő lé­
pések egymás utáni alkalm azásával:

-  egy függvényben két változót azonosítunk (például: az 
x \ y  kifejezésből az x x =  “ Ix kifejezést kapjuk) vagy egy 
változót átjelölünk (például x v  y  helyett az x v z kifejezést 
írjuk);

-  egy függvény változói helyére függvényeket helyettesí­
tünk (például az XV 3; kétváltozós és ~lx egyváltozós függ­
vényből így kapjuk a ~lx v y =  x - ^ y  kétváltozós függvényt).

Ezek a lépések az igazságfüggvények körében értelmezett 
műveletek. A kétféle műveletet közös néven szuperpozíció­
nak is szokás nevezni. Az igazságfüggvények különböző osz­
tályainak vizsgálatakor fontos szerepe van ennek a művelet­
n ek

Azt m ondjuk, hogy az igazságfüggvények egy F osztálya 
zárt a szuperpozícióra, ha az F-be tartozó függvények szu­
perpozíciója is eleme F-nek. H a például F az összes igazság­
függvényekből álló osztály, akkor F  nyilván zárt a szuperpo­
zícióra.

Megoldás:

Gyakorló feladatok

3 3 . Á llapítsuk meg, hogy a következő függvényosztályok közül melyek 
zártak a szuperpozícióra, és melyek nem  z á r ta k :
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a)  a kétváltozós függvények osztálya; 
h) L;
c )  U ;
d)  M;
e)  a. m onoton  fogyó függvények osztálya;
f )  K,;
(J) K,.

Megoldás:

a)  A  kétváltozós függvények osztálya nem zárt a szuperpozícióra, hi­
szen egy kétváltozós függvényből a változók átjelölésével három változós 
függvényt kapunk (például az x a  y és x v y függvényekből átjelöléssel az 
-X A (y V z) három változós függvényt kapjuk).

h )  A  lineáris függvények L osztálya zárt a szuperpozícióra, m ert a vál­
tozók átjelölése nem változtat a linearitáson, és mivel a 0  m űvelet asszo­
ciatív, egy lineáris függvény változója helyére lineáris függvényt helyettesít­
ve, ismét lineáris függvényt kapunk.

c)  A z  önduális függvények U osztálya szintén zárt a szuperpozícióra, 
hiszen változók azonosítása vagy átjelölése nyilván nem változtat az

definiáló tu lajdonság teljesülésén. H a az /  függvény x,. változója helyére 
egy g e l J  függvényt helyettesítünk, akkor a kapott

M x , , . . . ,  X , . _ , , x , , . x „ ,  y j  =

=  / ( x „ . . . , x , _ , , y ( y , .........y J . X i + , ...........x j

függvény szintén eleme L -nak, hiszen

~l?í( ~ l X j ,  . . ~ l X, _ j ,  IX,+ j , . . . ,  ~|X„, V’fc) =

=  “ i / ( i x , .........n x , . _ „ 3 ( n . v , ............- |y » ) ,  - I X , ............n x „ )  =

=  .........  I X , ~ \g (y ^ .........y j ,  n x , +  , .  H x J  =

=  / ( X | ,  . . x , _  „  y ( y , ,  . . y j ,  x,.+ ...........x„) =

=  M x , ......... x , . _ „ x , + x „ , y , ,  . . . , y j ) .

Közben felhasználtuk, hogy

>'k) =  í / í n y , , n y t ) ,  

ami í/ 6  U m iatt nyilván igaz.
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8k) és '/ = (a',, a;_,.

d)  A  m onoton függvények M osztálya is zárt a szuperpozícióra, hiszen 
változók azonosítása vagy átjelölése nyilván nem változtat a m o n o ton itá ­
son. Azt kell még m egm utatni, hogy m onoton  függvény változója helyére 
m onoton függvényt helyettesítve, szintén m onoton függvényt kapunk.

Feltételezve az / ( x j ,  ..., x„ . . x„) és ^ (y ^ ,... ,  y j  függvények m ono ton i­
tását, igazoljuk, hogy ekkor a

/i(Xi, X,._„X,+ ,, x„,y,,..., y*) =
= f { x i .... ................ yi ) , x, x„)

függvény is m onoton.
Legyenek y =  ( a j , ..., a ,_ ,,  ... ,  oc„, jS,.
1 , . . . ,  a^, P\ , . . ., Pk) i és h értékekből álló összehasonlítható rendszerek és 

tegyük fel, hogy y<y' .  E kkor azt kell m egm utatnunk, hogy h{y)^h{Y) .  
A y <y '  feltételből következik, hogy P = (py  . .., jSJ ^  P' = ( P \ , ft), de 
akkor g m onoton itása  m iatt g{p)^g(p' )  és így

( a , , a , a „ )  g  ( a ' , , y(li'), a;+,, a'X 

tehát /  m onotonitásából következik, hogy

h ( y ) m y ' \
e) A  m onoton fogyó függvények osztálya nem zárt a szuperpozícióra, 

mert például a ~! egyváltozós függvény m onoton fogyó, de ha önm agába 
helyettesítjük, akkor a kapo tt ~ l(n x )  =  x függvény szigorúan növő, tehát 
nem lehet m onoton fogyó.

f )  és g ) Az i és h konstanst m egőrző függvények nyilván zártak  a szu­
perpozícióra, hiszen ezen a tulajdonságon változók átjelölése, azonosítása, 
és ilyen tulajdonságúak egym ásba helyettesítése nem változtat. Ezt m ár lé­
nyegében kihasználtuk a 27. gyakorló feladat m egoldásakor.

Feladatok

14. Igazoljuk, hogy a következő függvényrendszerek teljes 
függvényrendszert a lk o tn ak :

h )  / 4 , / s ;
C) f u f s -

15. Bizonyítsuk be, hogy ha pgy g u d 2^ - - ; dk  függvény- 
rendszer teljes, akkor az egyes függvények duálisaiból képe­
zett öf*, g*^ ■ ■■,dk függvényrendszer is teljes!
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16. Jellemezzük a következő igazságfiiggvényosztályokat:
a)  L nM ;
b)  L n U ;
c)  LnK *;
d)  LnK ;.

17. Igazoljuk, hogy ha egy /  függvényre teljesül: / ^K^,, 
/  ^ K; és /  ^ U, akkor /  ^ M  és /  ^ L is igaz.

18. H atározzuk meg az n-változós Sheffer-függvények szá­
mát!

19. Igazoljuk, hogy a Qi , függvényekből álló függ­
vényrendszer akkor és csak akkor teljes, ha minden olyan 
F  függvényosztályhoz, amely nem tartalm azza az összes 
igazságfüggvényt és zárt a szuperpozícióra, van olyan öf; ( 1  ^  
^ í^ /c ) ,  hogy

20. Igazoljuk, hogy ha az /függvény  nem őrzi meg a h(i) 
konstanst, akkor /-bő i a változók azonosításával m egkap­
hatjuk az ilyen tulajdonságú egyváltozós függvényeket, azaz 
az / j  és / 4  {fi  és f^)  függvényeket!

21. Igazoljuk a Post-Jablonszkij-tételt!
22. Egy, a szuperpozícióra zárt F  függvényosztály nem tri­

viális, ha nem üres és nem tartalm azza az összes igazságfügg­
vényt. Igazoljuk, hogy m inden nemtriviális, a szuperpozíció­
ra zárt függvényosztály a K„ K̂ ,, U, L, IVI osztályok közül 
egyiknek része!

23. Egy nemtriviális, zárt F  függvényosztály majdnem tel­
jes, ha az F-et tartalm azó bármely zárt F' függvényosztáiy 
vagy F-fel azonos, vagy az összes igazságfüggvényt tartalm az­
za. Igazoljuk, hogy a K;, K*, U, L, M  függvényosztályok m ajd­
nem teljesek és más, majdnem  teljes függvényosztály n incs!

24. Igazoljuk a Post-Jablonszkij-tétel alapján, hogy a kö­
vetkező függvényosztályok nem teljesek:

a) f u  /ó. és g{x, y, z) =  x ® y ® z ;

b) f i ,  fe  és g{x, y, z) =  x©>^©z;
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c )  h{ x , y , z )  =  (nxA ny)v(nxA nz)v(nyA Hz);
d) f i ,  f i i  f i  1 ; 

f i i  f i ,  fe-

A II. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai

í . a )  A  form ulában két változó van, így értéktáblázata 
négy sorból áll. A táblázato t a műveletek definíciójának 
alapján a következőképpen készíthetjük el:

A B 1 A ~ l A v B n ( n ^  vB) I A a  ~ \ { n A v B )

i i h i h h
i h h h i h
h i i i h h
h h i i h h

A formula értéke tehát mindig hamis.

b) Itt is két változó van, a táb lázato t két lépésben érdemes 
elkészíteni:

A B B--^A

i i i i
i h i i
h i h i
h h i i

Ennek a form ulának az értéke mindig igaz, a konstans igaz 
függvényt fejezi ki.

c) A  három változós formula értéktáblázata nyolc sort 
tartalm az. A táblázat elkészítését m ost m ár rövidebben vé­
gezzük, két-két lépést összevonunk. Jelöljük az egész form u­
lát a-val:
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2. a )  Készítsük el az egyenlőségjel két oldalán álló form u­
la értéktáblázatát. Itt is két lépést összevonunk:

Mivel a két oldalon álló form ula értéktáblázata megegyezik, 
az azonosság igaz.

b) A z  azonosság igazolásához leggyorsabban úgy ju th a ­
tunk el, ha felhasználjuk a 4. gyakorló feladat a) és b )  azo­
nosságát. Először alkalm azzuk a b )  azonosságot, majd az 
felhasználásával az eredményhez ju tu n k !

c) A  b izonyítandó azonosság bal oldalát a 4. a)  gyakorló 
feladatban igazolt azonosság felhasználásával ~ \ A v  B  a lak­
ban írhatjuk. A bal oldalra alkalm azva ugyanezt az azonos­
ságot, a következő alakhoz ju tunk : n  v ~\A. Felhasz­
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nálva a diszjunkció kom m utativitását és azt, hogy ~| ~l ő  =  
=  B, a kívánt eredm ényt kapjuk.

3. a)  Válasszuk itt azt a módszert, hogy elkészítjük a for­
mula értéktáblázatát az 1. feladat m egoldásaiban megismert 
eljárással;

A B A ^ B A a ( A ^ B ) ( A a (A^B) ) - ^B

i i i i i
i h h h
h i i h i
h h i h i

b) A z  állítás igazolásához most egy másik m ódszert vá­
lasztunk. Azt kell m egm utatnunk, hogy az implikáció értéke 
a benne szereplő változók bármely értékére igaz. Ehhez elég 
m egmutatni, hogy ha az implikáció u tótagja hamis, akkor az 
előtag is hamis. Az utótag, A -^ C  akkor és csak akkor hamis, 
ha I /II =  i és ICI =  ^. Ebben az esetben ha | B | =  i, akkor B->C 
értéke h, tehát az előtagot alkotó konjunkció egyik tagja ha­
mis, így az előtag is hamis. A \B\ = h esetben az A ^ B  kon- 
junkciós tag értéke lesz hamis, tehát a konjunkció is hamis.

c)  Az állítás bizonyításához itt úgy ju thatunk  el legham a­
rabb, ha alkalm azzuk a m ár igazolt azonosságainkat:

P  vBvC)a HBa =
=  n((/lvBvC)A HBa ~ \ C ) v A  =

- ~l{A V B v  C)\^ B v  C V  A =

= - l { A v B v C ) v { A v B v C ) .

Az  átalakítások során a 4. a)  gyakorlatban megismert azo­
nosságot, a De M organ-azoxiosságot és a diszjunkció asszo- 
ciativitását használtuk fel. Az utolsó lépésben kapo tt for­
mulát

H a v a
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alakban írhatjuk le, ha bevezetjük az A v B v C = ol rövidí­
tést. A 3 . d )  gyakorlat szerint viszont ennek a form ulának az 
értéke tetszőleges a-ra igaz, ezzel az állítást igazoltuk.

4. Az a =  )S azonosság teljesülése azt jelenti, hogy az a és ^ 
formulák értéke a bennük szereplő változók tetszőleges érté­
ke esetén megegyezik. Ez az utóbbi állítás azzal egyenértékű, 
hogy az formula a benne szereplő változók m inden ér­
tékére igaz.

5. Először a b )  állítást igazoljuk, ennek felhasználásával 
az a)  állítás bizonyítása m ár könnyen adódik a 4. feladat 
eredményére támaszkodva.

A b )  bizonyítását egy konkrét példán m utatjuk meg. 
Könnyen látható, hogy a bizonyítás általános esetben is 
ugyanígy végezhető el.

Válasszuk ki a  példaként felsorolt formulák közül az a-t, 
és először alakítsuk át könnyebben áttekinthető alakba! Al­
kalm azzuk először a De M organ-szabályokat (ha szükséges, 
pl. a esetében nem kell, de ha ^-ból indulnánk el, m ár szük­
ség volna rá). Ezután alkalm azzuk a disztributivitási sza­
bályt (esetleg többször, ha kell):

{ A v B ) a  - ] C  =  ( A a  ~i C ) v { B a  n C ) .

A kapott diszjunkció m inden tagja egy-egy konjunkció, a 
konjunkciós tagok vagy változók, vagy változók negáltjai. 
Még azt érjük el, hogy minden diszjunkciós tagban minden 
változó vagy negálva, vagy negálatlanul szerepeljen. Ehhez 
használjuk fel az

A \ / ~ ] A  = i

azonosságot és azt, hogy az igaz konjunkciós tag nem vál­
toztat egy form ula értékén. Természetesen a disztributivitási 
szabályt is újra alkalm azzuk, ha kell, rövidítésként az 
A w  A = A azonosságot is használjuk fel:
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( 1̂ a ( b v  - \ b ) a  n c ) v ( ( ^  V - \ a ) a B a  n c )  =

= (a a B a  n c ) v ( ^ A  ~ \B a  n c ) v  

v ( n ^ a B a  n c ) .

A m ost kapo tt alak jól alkalm azható, látszik róla, hogy a 
form ula a változók milyen értékére igaz. A diszjunkció pon­
tosan akkor igaz, ha legalább az egyik tagja igaz, az egyes 
diszjunkciós tagok pedig akkor igazak, ha m inden tagjuk 
igaz.

Az a-ra alkalm azott átalakítási lépések „duálisának” al­
kalm azásával a*-t a következő a lakra hozhatjuk:

( A v  B v  - \ C ) a { A v  ~ \B v  n C ) A ( n ^  v B v  n c ) .

Erről az alakról könnyű leolvasni azt, hogy ez m ikor ha­
mis: a konjunkció pontosan akkor hamis, ha valamelyik 
tagja hamis, az egyes konjunkciós tagok pedig akkor ham i­
sak, ha minden tagjuk hamis.

A kapo tt eredm ényeket összefoglalva azt m ondhatjuk, 
hogy a a változóknak pontosan annyi különböző értékére 
igaz, ahányra a* hamis. Ezért ha a azonosan igaz, akkor a* 
azonosan hamis, tehát ~1 a* azonosan igaz. Ezzel a b )  állítást 
igazoltuk.

Az a )  állítás bizonyításához használjuk fel a 4. feladat 
eredményét. Eszerint a =  jS akkor és csak akkor teljesül, ha

azonosan i^az. Tegyük fel tehát, hogy a =  ̂ , ekkor 
azonosan igaz. írjuk át az ekvivalenciát a l .  b )  feladat sze­
rint, így azt kapjuk, hogy a

( n a v i ? ) A ( a  V H jS)

formula azonosan igaz. Az előzőkben igazolt 5. b)  feladat 
eredménye szerint a formula duálisának negációja, azaz a

n ((n a * A j? * )v (a * A  ni?*))

6 M ate m atika i log ika



formula is azonosan igaz. Az utoljára kapo tt form ulát a  De 
M organ-szabályok és a kom m utativitás alkalm azásával

(~| a* V ̂ *) A (a* V n i?*) =
alakra hozhatjuk, tehát ez is azonosan igaz. Ez a 4. feladat 
eredménye szerint azt jelenti, hogy

a *  =  p *

is fennáll, és ezt kellett igazolni.
6. A bizonyításhoz a következő tulajdonságokat használ­

juk  fel (zárójelben a gyakorlat, ill. a feladat sorszám át tün tet­
tük fel):

=  A<-*(Af-^C) (2. a )  f ),

azaz az ekvivalencia asszociatív,

= i (4. e)  gy.),

és azt a nyilvánvaló tényt, hogy az ekvivalencia kom m utatív 
művelet.

Tegyük fel, hogy az a form ulában csak a műveleti jel 
szerepel, és m inden változó páros sokszor fordul elő benne. 
E kkor az asszociativitás és kom m utativitás m iatt az esetleg 
meglevő zárójelek felbonthatók, és a változók párosával cso­
portosíthatók. M inden így kapo tt Air->-A alakú részformula 
igaz, és így az egész formula értéke is igaz az ekvivalencia de­
finíciója alapján.

M egfordítva, ha a-ban valamelyik, m ondjuk egy .4-val je­
lölt változó páratlan  számszor fordul elő, akkor ezzel az eljá­
rással, mivel i<-^A = A, azt kapjuk, hogy a formula nem azo­
nosan igaz.

Példaként m egm utatjuk az

formuláról, hogy azonosan igaz. A kom m utativitás és asszo­
ciativitás felhasználásával a form ulát
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alakra hozhatjuk és itt a zárójelbe te tt tagokat az i logikai 
értékkel helyettesítve azt kapjuk, hogy a formula értéke m in­
dig igaz.

Az form ulát a megfelelő átalakítás
alkalm azásával

{ A < -^ A )< -^ B '^ B )< ^ C

alakra hozhatjuk és így végül C-t kapunk belőle, tehát a for­
m ula nem azonosan igaz.

l . a )  írjuk  fel először az /  függvény érték táb láza tá t! Mivel 
/  három változós, a táblázatnak nyolc sora lesz:

Ezután a 7. gyakorló feladat m egoldásakor alkalm azott 
módszer szerint járjunk  el. Az /  függvény értéktáblázatában 
szereplő minden igaz sornak megfeleltetünk egy konjunkci- 
ót. Ennek tagjai az igaz értékű változók, ill. a hamis értékű 
változók negáltjaí -  és /-e t az így kapott konjunkciók disz- 
junkciójaként állíthatjuk elő:

f ( A ,  B, C) = ( A a B a  -1C ) v { A a ~ \ B a C ) v  

v(n/i aBaC).
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b)  Az a)  feladat m egoldásában követett m ódszert alkal­
mazzuk itt is. Rövidíthetjük úgy a megoldást, hogy nincs 
szükség az értéktáblázat leírására, a függvény definíciója 
alapján közvetlenül felírhatjuk a kívánt form ulát;

g{A,B, C) =  {A A I B a  ~ \ C) v { - 1 A a B a  H C ) v  

v ( n / l A  ~1Ba C ) v ( A a B a C).

c)  Itt is a bevált m ódszert követjük, de itt a teljes disz- 
junktív  norm álform a helyett a konjunktív norm álform át cél­
szerű használni:

h{A, B, C, D) = ( - ] A ^ - \ B v  H C v D ) a  

A ( n / i  V n B v C v  - \ d ) a  

a(- |^  vBv nCv HD)a(^ V n ö v  - ] C v - ] D ) .

8. Tudjuk, hogy összesen 16 kétváltozós művelet van, ír­
juk  fel sorra ezek értéktáblázatát:

A B gi g i Ö3 ^4 g$ ö>6 dl

i i i i i / h i i
i h i i i h i i h
h i i i h i i h i
h h i h i i i h h

gs g9 Sio d l l gi2 gi3 0 1 4 g\6

h i h h i h h h h
i h i h h i h h h
i h h i h h i h h
h i i i h h h i h

Az egyes függvényeket m ost m ár könnyű azonosítani a m ár 
ismert műveletekkel, íll. kifejezni a n ,  a  és v  műveletével:
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őfi(A B) -- 

gi{A, B) 

gs(A, B) 

GÁA, B) 

gs(A, B) 

geiA, B) 

g M ,  B) -- 

gÁA, B) -

g M ,  B ) : 

gíú[A, B) ■■ 

é f i i K  B) 

g i i iA ,  B) 

gi ÁA,  B) 

g i M ,  B)

gis{A, B) 

g.6ÍA, B)

A v - l A ;

A v B ;

: B -^ A  =  - \ B v A ;

■■ =  - \ A v B ;

■■ A \ B  = ~1{Aa B);

■A;

B;

A ^ B  = - l ( A ^ B )  = 

-1( ( ~I Av B) a ( - 1 B v A)) = 

( A a  - 1B) v ( - ] A a B);

A ^ B  = ( l A v  B ) a ( - ] B v  A);

~1B\

n A ;

A a B]

~\(A-*B) = A a  ~\B\

-1{B-^A) = - \ A a B;

A [ B =  - ] { Av B) -  

A A  ~1A.

9. A z 5 . h )  feladat m egoldásakor úgy jártunk  el, hogy egy 
a form ulát t. d. n. f-ra, a megfelelő a* form ulát t. k. n. f.-ra 
hoztunk, ebből olvastuk ki a megoldást. Láttuk, hogy a 
t. d. n. f.-ja és a* t. k. n. f-ja  ugyanannyi tagot tartalm az. Az 
összefüggést még pontosabban így is megfogalmazhatjuk: 
egy tag akkor és csak akkor van benne a t. d. n. f-jában , ha 
a* t. k. n. f-jában  előfordul az a megfelelő tag, amelyhez úgy
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ju tunk , hogy m inden változót a negáltjával pótolunk (termé­
szetesen a kettős negációt kiküszöböljük) és a a  jeleket v  
jelekre cseréljük fel.

10. Láttuk, hogy m inden igazságfüggvény kifejezhető 
t. k. n. f.-val, ill. t. d. n. f-val, azaz a n ,  a  és v műveletek 
segítségével. Ennek felhasználásával elég igazolni az a)  rész 
bizonyításához, hogy a v művelet kifejezhető “ 1 és a  segít­
ségével. Ezt a m ár ismert

^  v B  =  n ( n / i  A n B )

azonosság m utatja.
A b)  feladat igazolásához az előbbihez hasonlóan elég 

m egm utatni, hogy a a  művelet kifejezhető “1 és v  segítsé­
gével. Ezt pedig a jól ismert

A a B = n ( n / i  V n B )

azonosság alapján tudjuk elvégezni.
A c)  feladat m egoldásához elég m egm utatni például, hogy 

a n  és V kifejezhető a j művelettel.
A I művelet definíciója alapján a  n  -t a következőképpen 

írhatjuk fel:

-1A =  A [ A .

A 10. gyakorló feladat felhasználásával a  v  művelet most 
m ár könnyen felírható a [ m űvelettel:

A v B  =  { A l B ) i { A l B ) .

A d )  feladat m egoldásakor is elég belátni, hogy a n  és a  
művelete kifejezhető a I művelettel. A negációt itt is a követ­
kezőképpen felezhetjük ki:

~]A =  A\A,  

definíciója szerint pedig 

A a B  =  {A B) {A B).

8 6

í \ .  a )  A z  azonosság bizonyításához m ost válasszuk azt a 
m ódszert, hogy -  m ár ismert azonosságok felhasználásával
-  alakítsuk át a bal oldalt úgy, hogy eljussunk a jobb  oldalon 
álló form ulához:

{A\B)\{A\C) =  -\{Aa B)\-1{Aa C) =

= n ( n ( / 4 A f i ) A  n ( / i AC ) )  =

= (/4aB)v(/4aC) = ^a(BvC) =

=  n ( n ^ v n ( B v C ) ) =  n ( n / i  v (b  |  c )) =

=  n A ü B i C ) .

h ) H asonló átalakítások alkalm azásával ju thatunk  el en­
nek az azonosságnak a bizonyításához is:

( A i B ) i { A [ C ) =  -]{A V B) i ~\(A vC)  =

=  - l ( ~ l ( A v B ) v  - l (AvC))  =

=  ( A v B ) a ( A v C) =  A v ( B a C) =

=  n ( n / i A  h ( B a C ) )  =  n ( n ^ A ( B | c ) )  =

=  nA\(B\C).

12. A keresett előállítás a t. d. n. f.-hoz hasonló, először 
egy példán fogjuk bem utatni. Állítsuk elő a kívánt alakban 
azt az /  három változós igazságfüggvényt, amelynek értéke 
akkor és csak akkor igaz, ha pontosan két változó értéke 
igaz. A függvény értékét ennek megfelelően így adhatjuk 
meg röviden:

/ ( X i ,  X 2 , X j )  = •

i, ha Xi a x 2 A “ IX3 

vagy X i A H x j A X a  
vagy “ IX1 AX2 AX3  igaz 

h egyébként.
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Az f { x i ,  X2 , X3 ) értéket tehát olyan formulával állíthatjuk 
elő, amely pontosan a feltüntetett három  esetben igaz, 
egyébként hamis. A ©  művelet definíciója biztosítja, hogy 
ha a felírt három  konjunkciót a ©  művelettel összekapcsol­
juk, akkor a kívánt alakú form ulához ju tu n k :

f { X i , X 2 ,  X 3 ) =  ( X i A X ^ A  n X j ) ©

® ( X i  A  “ I X 2 A X 3 ) © ( ~ | X i  A X 2 A X 3 ).

A ©  műveletnek a v művelethez hasonlóan az a tu lajdon­
sága, hogy asszociatív, és értéke igaz, ha valamelyik tagja 
igaz. Az az eset, hogy egyszerre több tagja is igaz legyen a 
műveletnek -  éppen a tagok speciális szerkezete m iatt -  nem 
fordulhat elő.

A speciális példán bem utato tt gondolatm enet általános 
esetben is já rh a tó  u tat jelent, a konstans hamis igazságfügg­
vény kivételével minden igazságfüggvény előállítható a kí­
vánt alakban.

13. A 12. feladat m egoldásában követett módszerhez ha­
sonló úton ju thatunk  célhoz. Itt is egy konkrét példán m u­
tatjuk meg az általános esetben is használható eljárást. Le­
gyen g olyan három változós függvény, amely pontosan ak­
kor hamis, ha pontosan egy változója igaz. A g függvényt így 
is definiálhatjuk:

g ( X i , X 2 , X 3 ) = <

h, ha Xi VX2 V “ IX3 

vagy x , v “ | x 2 v x 3 

vagy n X ] V X 2 VX3 hamis,
i egyébként.

A g{xi, X2 , X3 ) értéket tehát olyan formulával állíthatjuk itt 
elő, amely pontosan a m egadott három  esetben hamis, 
egyébként igaz. Az művelet definíciója biztosítja, hogy a 
felírt három  konjunkciót a művelettel összekapcsolva a 
kívánt előállításhoz ju tu n k :

g ( X i , X 2 , X 3 ) =  ( X i  V X 2 V  n x 3 ) ^

< - > { X i  V  “ I X 2 V X 3 ) + - > { n X i  V X 2 V X 3 ).

A <-> műveletnek -  az a  művelethez hasonlóan -  tu laj­
donsága, hogy asszociatív és értéke hamis, ha valamelyik 
kom ponense hamis. A tagok speciális szerkezete m iatt itt 
sem fordulhat elő az az eset, hogy egyszerre több tag is 
hamis.

A példán bem utato tt módszerrel tetszőleges -  a konstans 
igaztól különböző -  igazságfüggvényhez m egkonstruálhat­
juk a kívánt alakú előállítást.

14. a)  Tudjuk, hogy és teljes függvényrendszert a l­
kot, ezért például elég m egm utatni, hogy a felsorolt függvé­
nyekkel / 4  kifejezhető. Valóban, / j  és / j  1 szuperpozíciója­
ként / 4  így fejezhető ki:

M x )  = f i i i f i i x l x ) .

h)  Elég itt is m egm utatni, hogy pl. kifejezhető és 
felhasználásával. Az ismert azonosságok alkalm azásával ez 
így végezhető el:

c) A  h)  feladat eredménye alapján elég csak azt m egm u­
tatni, hogy / 4  kifejezhető f i  és fg szuperpozíciójaként. Az /g 
definíciója alapján ezt így tehetjük meg:

M x )  =  fa(x,  / i ( x ) ) .

15. Jelöljük az eredeti teljes függvényrendszert G-vel, a 
duálisokból álló rendszert G*-gal. A bizonyításhoz a duali­
tás definícióját használjuk fel. Azt kell m egm utatnunk, hogy 
tetszőleges /  igazságfüggvény előállítható G*-beli függvé­
nyek szuperpozíciójaként. Az /  helyett vegyük először az / *  
-ot, /  duálisát. Mivel G teljes függvényrendszer, ezért f *  
előállítható G-beli függvények szuperpozíciójaként. H a most
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ebben az előállításban m inden függvény helyett a duálisát 
használjuk, akkor eredm ényként / *  duálisát kapjuk meg, 
G*-beli függvények szuperpozíciójaként.

16. a) A z  L n M  függvényosztály jellemzéséhez vizsgáljuk 
meg, melyek azok a Hneáris függvények, amelyek m onoto- 
nak is! A

alakú lineáris függvények közül először vizsgáljuk azokat, 
amelyekre Cq = i. Azt fogjuk m egm utatni, hogy az ilyen alakú 
lineáris függvények közül csak azok lehetnek m onotonak, 
amelyekre c^ = . . . = c^ = h, azaz csak az / 2  m onoton függ­
vény. (Közben többször felhasználjuk, hogy h x  = h és 
h@ x  =  x )  Tegyük fel, hogy az /i-változós /  függvényben a 
c*j-k között van olyan, amelyik i^-tól különböző,
azaz i. Azt is feltehetjük, hogy ez éppen a M egm utatjuk, 
hogy a függvény ekkor nem m onoton.

A (/z, /z,..., /z) <  (z, /z,..., h) összefüggés igaz. Számítsuk ki 
a két helyen a függvény értékét; azt találjuk, hogy

f ( K . . . ^ h )  = i > f { U  /z,...,/z) =  /z,

tehát az /  függvény nem m onoton.
AcQ = h esetben m egm utatjuk, hogy csak az és függ­

vény lehet m onoton, és ezekről m ár tudjuk is, hogy m onoto­
nak. Legyen g olyan lineáris függvény, amelynek előállításá­
ban legalább két c, ( l ^ z ^ / i )  /z-tól különböző! Feltehetjük, 
hogy ez a Cl és c*2 . Számítsuk ki g értékét az

(z, z, /z,..., /z) >  (z, /z, /z,..., h) 

helyeken!

g{U U K . . . , h )  = h < g{U /z, /z,..., h) = z,

tehát g nem m onoton.
Összefoglalva tehát azt találtuk, hogy

L n M =  { / i , / 2 , / 3 } .
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b) Először vizsgáljuk azt az esetet, am ikor az adott lineá­
ris függvény szokásos előállításában páratlan számú Cg-tól 
különböző együttható értéke z. Az általánosság megszorítása 
nélkül feltehetjük, hogy ekkor a függvény a következő alak­
ban állítható elő:

/ ( X i ,  X „ )  =  C o © X i © . . . © X 2* + i ,

ahol 2k + l S n .  M egm utatjuk, hogy ekkor f  e U ,  azaz /  ön ­
duális. Ehhez felhasználjuk a következő azonosságokat:

~ l A ® n B  =  A ® B ,  

- \ A ^ B  =  ~ \ (A ^ B )  =  A ® B .

Ezek az azonosságok a műveletek definíciója alapján köny- 
nyen igazolhatók. Igazoljuk tehát f-ről, hogy önduális!

n / ( n x i , . . . ,  n x j  =  n ( c o © n x i © n x 2 ©

©  n x j © . . . ©  n x 2 k ®  n x 2 t  + 1) =

=  n ( c ' o @  n x i © ( ~ i x 2 ©  ” 1x 3 ) © . .  . ©

© ( n x 2 , © n x 2* + , ) )  =

=  n ( C o ®  n X i © ( x 2 © X 3 ) © . . . © ( x 2 * © X 2 * + i ) )  =

=  n ( n X i © ( C o @ X 2 © X 3 @ . . . © X 2 * + , ) )  =

=  n X i < - ^ C o © X 2 © X 3 © . . . ® X 2 k + i )  =

=  X j @ ( C q © X 2 © - • . © X 2 t + 1 ) =

=  C o © X i © X 2 © . . . © X 2* + i  =  / ( X „  . . . ,  X„) .

H a m ost az /  függvény előállításában páros sok Co-tól kü­
lönböző együttható értéke i, azaz

/ ( X i ,  . . . ,  X „ )  =  C o © ^ l © - - - ® - ^ 2 k ,

ahol 2 k ^ n ,  akkor könnyen láthatóan  /  nem önduális. Az 
előzőkben alkalm azott átalakítással ekkor a következőkhöz 
ju tu n k :
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• • •» ~ l x „ )  —  ~ l ( C o ©  n X i 0 .  . . 0  ~ I X 2 / t )  =

=  ~ l ( C o © X i © . . . © X 2 t )  =

=  n / ( X i ,  . . X „ )  4 =  f { X i ,  .  . X „ ) .

c)  Vizsgáljuk meg, melyek azok a lineáris függvények, 
amelyek megőrzik a h konstanst! H a / e L ,  3 7 3 7

/ ( X i , . . . ,  X „ )  =  C o © C , X i © . . . © C „ X „

alakú, akkor

h) = Co,

tehát /  e K;, akkor és csak akkor igaz, ha Cq =  h.
d)  H asonló m ódon egy /  e L függvény értéke az (i, . .. ,  /) 

helyen:

/ ( i , ..., í) =  Co©...©C„.

Ez akkor és csak akkor i, azaz /  e K, akkor és csak akkor 
teljesül, ha a Cq, ■ • c„ együtthatók között páratlan sok i ér­
ték van.

17. Tegyük fel, hogy az n-változós /  függvényre teljesül­
nek az /  ^ K*, /  ^ K,. feltételek! Ekkor

(i, . .. ,  í) > (h, . . ., h)

és a feltétel szerint

f ( i ,  . . . , i )  = h < f { h , ..., /i) =  i,

tehát /  nem m onoton, azaz /  ^ M. Tegyük fel, hogy /  ^ U is 
teljesül, és /  6  L mégis igaz. E kkor a. 16. b)  feladat eredm é­
nye szerint /  csak a  következő alakú lehet:

/ ( X i , . . . ,  X „ )  =  C o © X i © . . . @ X 2 f c ,

ahol 2k  ̂  n. M ásrészt a 16. c j  és á )  feladat eredménye szerint 
<^0 =  í ( /  ^ Kft), tehát /  előállításában páratlan sok i együttha­
tó szerepel, azaz /  e K;, ami ellentm ond a feltételnek. Az 
/  6  L feltétel tehát nem lehet igaz.
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18. Egy n-változós /  függvényt ak k o r neveztünk Sheffer- 
függvénynek, ha teljesül rá az a feltétel, hogy /   ̂K̂ , /   ̂K„ 
/  ^ U, /  ^ M  és /  ^ L. A 17. feladat eredménye szerint, ha egy 
függvényre teljesül az első három  feltétel, akkor ebből m ár 
következik az utolsó kettő  teljesülése is. Elég tehát összeszá­
m olnunk azoknak az n-változós függvényeknek a számát, 
amelyek nem őrzik meg a konstansokat és nem önduálisak.

Azoknak az n-változós függvényeknek a száma, amelyek 
nem őrzik meg a konstansokat: 2 ^"“ ,̂ m ert ezek értéktáblá­
zatában 2" —2 helyet tölthetünk ki szabadon. Számoljuk 
még össze azt, hogy ezek között hány önduális függvény 
v a n ! Ahhoz, hogy egy függvény önduális legyen (és ne őrizze 
meg a konstansokat) 2 "~ ‘ - 1  helyen tölthetjük ki az érték- 
táblázatot szabadon, tehát az ilyen függvények száma: 
2 2 - - - - 1

A keresett függvények, azaz az n-változós Sheffer-függvé- 
nyek szám a tehát:

- 2 = 2 (2 ^ - l ) -
19. H a az állítás nem lenne igaz, az azt jelentené, hogy 

van olyan, a szuperpozícióra zárt F függvényosztály, amely 
nem tartalm azza az összes igazságfüggvényt, de éf,eF 
(i =  1 , . . k). Ekkor a .g i , . . . ,g ^  függvények szuperpozícióval 
előállítható minden /-re  / e F  is teljesül. Tehát gi,---,gk 
nem teljes függvényrendszer.

20. Legyen /  ^ K^, n-változós függvény. Ez azt jelenti, 
hogy

f (h ,  h) = i.

Az /-bő i -  változók azonosításával képezhető -  

g{x) = f{ x ,  . . . , x )  

egyváltozós függvényről tehát azt tudjuk, hogy 

g{h)=i.
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Ekkor g csak vagy lehet.
H asonlóan adódik, hogy ha /  e M-változós függvény, 

akkor a

g(x) = f ( x ,  X, . . x)

egyváltozós függvény g{i) = h m iatt csak vagy lehet.
21. Először igazoljuk, hogy a tétel feltételei elégségesek! 

Azt kell m egm utatnunk, hogy ha egy véges sok függvényből 
álló (P függvényrendszer elemei között vannak olyanok, 
amelyekre a tételben m egadott öt feltétel teljesül, akkor 
(p teljes függvényrendszer. Elég azt megm utatni, hogy 0  ele­
meiből szuperpozicióval előállítható egy ismert teljes függ­
vényrendszer.

M utassuk meg először, hogy <P elemeinek szuperpozíció­
jával / i ,  / 2  és / 4  (mindkét konstans és a 1 ) előállítható!

Az előző feladat alapján tudjuk, hogy elemeiből vagy 
/ 4 , ill. / 2  vagy / 4  előállítható. H a az egyik konstanst és / 4 -et 
kapjuk meg, akkor ezekkel nyilván előállítható a másik 
konstans is.

Tegyük fel, hogy az és / 2  függvényeket, azaz a két kons­
tanst kaptuk meg. M egm utatjuk, hogy az is előállítható
0-ből szuperpozícióval. Válasszunk olyan f  e(P  függvényt, 
amely nem m o n o to n ! Ez azt jelenti, hogy van az i és h ele­
mekből álló két olyan n-es, amelyekre

es

(a i , . . . ,  cc„) <

cc„) > P„)

teljesül. Válasszuk ki azokat az i-ket, amelyekre a, =  /i, j8 , =  (. 
Az ilyen indexű x, változókat azonosítsuk; jelölje ezeket x. 
Ezután válasszuk ki azokat az i-ket, amelyekre a, =  /i, 
az ezeknek megfelelő változókat azonosítva, jelöljük őket 
y-nal. Végül az olyan x,-ket, amelyekre a, =  i, =  i, jelöljük 
2 -vel. Az /-bői így kapott g{x, y, z) függvényre
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g{K K i) > g{U K

tehát g{h, /z, i) = i és g{U K 0 =  h. H a most g -b m  y helyére 
/i-e t, z helyére / 2 -t helyettesítjük, akkor a kapo tt függvény 
/ 4 -gyel azonos, hiszen nem konstans (mert nem monoton).

Végül még azt kell m egm utatnunk, hogy ha m indkét eset­
ben / 4 -et kaptuk, akkor is elő tudjuk állítani m indkét kons­
tanst. Ezt egyszerűen úgy tehetjük meg, hogy veszünk egy 
f  e<P nem önduális függvényt. Mivel /  nem önduális, van 
olyan /, h értékekből álló rendezett ẑ-es, hogy

/ ( a i , ... ,  a„) = / ( n a i , . . . ,  na„).

Válasszuk ki most itt azokat az x,-ket, amelyekre a, =  i, és 
ezeket azonosítsuk! Jelölje ezeket x, és a többit (amelyekre 
oí, = /i) jelölje y. A kapo tt g kétváltozós függvényre

g(i, h) =  g(h, i),

tehát g nem önduálís. M ost g és segítségével képezzük a 

k(x) =  g(x, f^(x)) 

függvényt. Mivel a negáció, ezért

k ( i ) = k H

tehát k konstans, /c-ból és / t-b ő l a másik konstans m ár 
előállítható.

Használjuk m ost fel azt, hogy í»-ben van nem lineáris Függ­
vény is. Az előzőkben alkalm azott gondolatm enetekhez ha­
sonlóan m egm utatható, hogy a változók azonosításával és 
az egyik konstans helyettesítésével egy tetszőleges /  nemli­
neáris függvényből eljuthatunk egy g kétváltozós, nem lineá­
ris függvényhez. Ennek általános alakja;

g{x, }̂ ) =  xy® (xx® Py® y,

ahol a, és y az i és h értékek valamelyike. M egm utatjuk 
még, hogy ,^-ből a konstansok és a ~l felhasználásával x A y
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vagy x v y  előállítható, és ezzel m ár rendelkezésünkre fog 
állni egy teljes függvényrendszer. Tegyük fel, hogy a =  í. Ek­
kor y  helyére a ~]y = y © i antivalenciát helyettesítve:

g{x, n y )  =  x(y®i)®ixx®li{y@ i)®y =

= xy© (a© í)x© i?y© (j8 ©y) =

=  xy@py®{p@ y), 

mivel a© í = h és h - x  = h.

H asonló módszerrel a P y  tag is „eltüntethető” és közben 
legfeljebb csak a konstans változik. Végül így egy

x y© á

alakú függvényhez jutunk. Ha ő = h, akkor e z x y  = x A y ,  ha 
á =  í, akkor x és >> helyére a 1 x  és form ulákat helyette­
sítve, a következőt k ap ju k :

(n x A  ny)©<5 =  n < 5 © n (n x A  ~\y) =

= n ( n x A  n y )  =  x v y .

Azt kell még m egm utatnunk, hogy a tétel feltételei szüksé­
gesek is, azaz ha az öt közül valamelyik feltétel nem teljesül, 
akkor az ado tt függvényrendszer nem lehet teljes. Ez viszont 
közvetlenül adódik a 19. feladat eredményéből.

22. Tegyük fel, hogy nem igaz az állítás, azaz F  nem triviá- 
lis, a szuperpozícióra zárt függvényosztály és nem része a K„ 
K ,̂ U, L, M  osztályok egyikének sem. Ez azt jelenti, hogy 
F-ben mind az öt osztályhoz található olyan függvény, ami 
nem eleme ennek az osztálynak. Ekkor viszont ezek a függ­
vények teljes függvényrendszert alkotnak F-ben, tehát szu­
perpozíciójukkal m inden igazságfüggvény előállítható. Eb­
ből következik, hogy F  triviális, ellentétben a feltétellel.

23. A 22. feladat alapján m ár tudjuk, hogy ha F  egy nem- 
triviális, zárt függvényosztály, akkor K„ K^, U , L, M  valam e­
lyikének része. Ebből következik, hogy ezek az osztályok
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m ajdnem teljes függvényosztályok, hiszen nyilván nem azo­
nosak az összes igazságfüggvényből álló osztállyal; zártak, 
és bármely, ezeknél bővebb zárt osztály m ár triviális.

Igazoljuk még, hogy más, m ajdnem  teljes osztály nincs. 
Tegyük fel, hogy volna egy másik, ezektől különböző G 
m ajdnem teljes fiiggvényosztály. Ez nem lehet valódi része 
egyiknek sem, m ert ez ellentm ondana a majdnem  teljesség 
definíciójának. Ekkor azonban a G  —K,,, G —Kj, G  —U, 
G  -  L, G  -  M  halm azok egyike sem üres. Ez azt jelenti, hogy 
G-ből kiválasztható egy teljes függvényrendszer, tehát G 
azonos a triviális, összes függvényből álló osztállyal.

24. A Post-Jablonszkij-tétel alkalm azásához készítsük el 
először azt a táblázatot, amely a szereplő / i ,  / j ,  /&, f n ,  g és h 
függvényekről m egm utatja, hogy a K,,, K;, U, L, M  osztályok 
közül melyiknek elemei, melyiknek nem (amelynek eleme a 
függvény, oda -I- jelet írunk, amelynek nem eleme, oda — 
jelet):

K, Ki U L M

/ l -h — — + -h
f i - -f - -f +
fe -f -h — — -f
/ n - — —

-f —
h — - -f - —

A táblázat kitöltéséhez az f i ,  / j ,  U  f i  i függvények esetében 
a 16-23. gyakorló feladatok eredményeit használtuk fel, a g 
és h függvényekre közvetlenül a definíció alapján, ill. a 16. 
feladat eredményének felhasználásával kaptuk meg az ered­
ményeket. A feladatot ezek után  m ár könnyű megoldani:

a ) az f i ,  f(, és g függvények között nem találunk olyat, 
amelyik a osztálynak nem eleme, tehát ezek nem alko t­
nak teljes rendszert.
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b) Az f 2 , ff,, g függvények mindegyike a K; osztálynak ele­
me, a többi feltételt ezek is kielégítik, tehát ezek sem alkot­
nak teljes rendszert.

A /i e  U m iatt a h egyedül nem alkot teljes rendszert. 
d )  Az / i ,  / 2 , / i  1 G L feltétel m iatt ezek sem alkotnak teljes 

rendszert.
f u  /ö  s  M, tehát ez sem teljes rendszer.
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III. A K IJEL EN TÉSLO G IK A  ALKALMAZÁSAI

1. Logikai áramkörök, automaták

G yakori feladat az, hogy ado tt elemekből olyan áram ­
kört kell összeállítani, amely bizonyos jól m eghatározott 
gyakorlati célt elégít ki. A legegyszerűbb esetekben kapcso­
lókból (esetleg több, egyszerre m űködtethető kapcsolóból) 
és áram forrásból, fogyasztókból kell összeállítani egy meg­
adott feladatot ellátó áram kört. Az áram kör megtervezésé­
hez jól hasznosíthatjuk az ítéletkalkulus eszközeit. A 20. áb­
rán vázlatosan szemléltetett áram kör két, sorba kapcsolt 
kapcsolóból, egy áram forrásból és egy fogyasztóból -  lám ­
pából -  áll.

2 0 . ábra

Annak a feltétele, hogy az áram körben áram  folyjék az, 
hogy m indkét kapcsoló -  az Xi és az X2 jelű is -  bekapcsolt 
állapotban legyen. Legyen x, értéke i akkor, ha az X; 
((■ =  1, 2 ) kapcsoló bekapcsolt állapotban van, h egyébként. 
Ekkor annak a feltétele, hogy a lám pa égjen, a következő 
m ódon írható fel egyszerű fo rm ában :

X ,  A  X - , .
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21. ábra

H a a 21. ábrán vázolt áram kör m űködését akarjuk leírni rö­
viden, akkor az előző jelölési m egállapodásokat alkalm azva 
ezt kapjuk :

X ,  v x , .

Gyakorló feladatok

1 . írjuk fel annak  feltételét, hogy a következő ábrákon  látható  á ram k ö ­
rökben áram  folyjon! (A n.v,. jelű kapcsoló az .v- jelűvel éppen ellentétes 
m űködésű; két azonos jelű kapcsoló egyszerre van nyitva, ill. zárva).

a) h)

LÍ2^ _

2 2 . ábra
H I

23. ábra

1 0 0

a ) H asználjuk fel az előző részben e lm ondottakat, am it röviden így le­
het összefoglalni: a soros kapcsolás a konjunkciónak, a párhuzam os kap­
csolás a d iszjunkciónak felel meg. Ennek alapján  a m űködési feltételt a kö ­
vetkező form ula írja le:

( x ,  a ( X2 A X , ) .

h)  Az  a)  feladat m egoldásához hasonlóan járh a tu n k  el; eredm ényül a 
következő form ulát kapjuk:

( ( X i  V X 2 ) a .X3) v ( n X i  A X 2  a ( x 3 V n. V2) ) .

2. Tervezzünk olyan áram kört, amelyek a következő form uláknak felel­
nek meg:

ű )  ( x i  a ( x 2  V X 3 )  A 1 x 3 )  v ( n x ,  A X 2  A X3 ) ;

h)  ((Xi VX2 VX3 ) a  n X 3 ) v ( (n X i  V n X 2 V 1 X3 ) A x j  V 

V(((X2 V n X 3 V nX s)A  n x j  V 

v((nx 3 V nxs) A n x 2> v (n x 3 AX5))) AX4 .

Megoldás:

a ) Azt az elvet követve, hogy a konjunkciónak a soros kapcsolás, disz­
junkciónak a párhuzam os kapcsolás felel meg, m egkonstruálhatjuk a kí­
vánt áram kört (24. ábra).

Megoldás:

24. ábra

(Az egyszerűsítés kedvéért itt m ár nem rajzoltuk be az á ram forrást és a 
fogyasztót).

h ) H asonló m ódon já rh a tu n k  el, bár itt összetettebb lesz a kapo tt á ram ­
kör (25. ábra).

1 0 1
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-^ 7 -n

25. ábra

3. Egy hálókocsiban három  fekvőhely van, m indhárom  fekvőhelyhez 
egy-egy kapcsoló tartozik. A fülkében egy kis és egy nagy lám pa van. 
A nagy lám pa ak k o r ég, ha a többség akarja, a kis lám pa pedig akkor, ha 
csak egy utas kapcsol. Tervezzük meg az áram kört!

Megoldás:

Jelölje Xj, Xj  és X3  a három  kapcsolót, és írjuk fel annak a feltételét, 
hogy a kis lám pa ég jen ! A jelölésre itt is alkalm azzuk eddigi m egállapodá­
sainkat: ennek alapján  a kis lám pa akkor és csak akkor ég, ha

( X j  A " I X 2  A “ 1X3)  V ( ~ 1X,  A X2 A “ 1X3) v ( ~ l X i  A “ I X 2  A X3).

A kapo tt form ulának megfelelő á ram kört m ár könnyen lerajzolhatjuk (26. 
ábra).

26. ábra

1 0 2

H asonló m ódon felírhatjuk annak a feltételét, hogy a nagy lám pa égjen. 
Ez a feltétel még egyszerűbb is lesz, hiszen nem  szükséges például vizsgál­
nunk, hogy ha x^ és X2 bekapcsolt á llapo tban  van, akkor milyen helyzet­
ben van az X3 jelű kapcsoló (27. ábra).

27. áb ra

A kibernetikában a különféle inform ációátalakító eszkö­
zöket au tom atáknak  nevezik. Egy ilyen au tom atának  véges 
sok bemenete (inputja) van, ezek kívülről kapják az inform á­
ciót, és véges sok kim enete (outputja) van, ezek továbbítják 
az á talak íto tt információt. A m atem atikai vizsgálat szem­
pontjából feltételezzük, hogy egyszerre, egyidejűleg történik 
az információ vétele és kibocsátása (a m űködési időt nem 
vesszük figyelembe). Azt is feltesszük, hogy a kimeneteken 
megjelenő inform ációt a bem eneteken belépő információ 
egyértelműen meghatározza. Az ilyen au tom atát determi­
nisztikus automatának szokták nevezni.

Mi m ost a determ inisztikus au tom atáknak  azzal a speciá­
lis típusával foglalkozunk, amelynél egy ado tt időpontban 
kilépő információ csak az ugyanekkor belépő inform ációtól 
függ. Egy ilyen au tom ata sem atikus vázlatát a 28. ábrán  
láthatjuk.

b e m e r t e t e k ^

f

X2 ►
• • ^ k i m e n e t e k

28. áb ra

103



Azt is feltesszük, hogy a bemeneteken is és a kimeneteken 
is az információ binárisan kódolva jelenik meg, azaz két jól 
m egkülönböztethető állapot -  jelöljük az egyiket 0 -val, a 
m ásikat 1-gyel -  hordozza az információt. A 0-t a hamis, az 
1-et az igaz jelének is tekinthetjük. A bináris kódolás fizikai 
megvalósítása a legkézenfekvőbb.

Az elm ondottak alapján az au tom ata m űködését úgy jel­
lemezhetjük, hogy megadjuk a  kimeneteken megjelenő in­
formációt a bemeneteken megjelenő információ függvényé­
ben, azaz megadjuk a kimeneti információt leiró n-változós 

/ i í / 2 > • -í/k függvényeket. Ezek a függvények nyilván igaz­
ságfüggvények lesznek, hiszen a változók csak a 0 , 1  értéke­
ket vehetik fel, és a függvények értéke is csak 0  vagy 1 lehet. 
Az au tom ata m űködését tehát k darab  n-változós igazság­
függvénnyel Írhatjuk le.

Nagyon egyszerű tipusú véges au tom atáknak tekinthetők 
azok az elektronikus áram köri egységek, amelyek egyes logi­
kai műveleteknek felelnek meg. Ezek közül a leggyakorib­
bak a következők: a konjunkciónak megfelelő „ÉS kapu (29. 
ábra), ennek két (esetleg több) bemenete és egy kimenete 
van, és a kimeneten akkor és csak akkor van impulzus -  ezt 
jelöljük 1 -gyel -  ha mindegyik bemeneten van impulzus; 
a diszjunkciónak megfelelő VAGY kapu (30. ábra), ennek 
két (vagy több) bemenete és egy kimenete van, a kimeneten 
akkor és csak akkor van impulzus, ha legalább egy bemene­
ten van impulzus.

A negációnak megfelelő „inverter” (31. ábra), ennek egy 
bemenete és egy kimenete van. A kimeneten akkor és csak 
akkor van impulzus, ha a bemeneten nincs impulzus.

A felsorolt elemeket néha összevontan is alkalm azhatjuk. 
Például a 32. ábrán látható egység m űködését így írhat­
juk  le:

“ I X i  A  X 2  A  X 3 .
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29. ábra

30. ábra

31. ábra

32. ábra

Gyakorló feladatok

4. írjuk  le form ulával a következő elektronikus áram körök  m űködését:

3 3 . ábra

h )

34. áb ra
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ü)  A kör két ÉS kaput és egy VAGY kaput tartalm az, az összekapcso­
lás m ódja alapján /-re a következő form ulát kapjuk:

/(x ,, .X 2 , X3 ) =  (x, A x J  V(.V2 AX3 ).

h)  A  g függvényt így írhatjuk fel:

= (-X, A n.v2)v(n.x, ax^).
5. Vázoljuk fel a következő form uláknak megfelelő e lektronikus á ram ­

köröket:

ü) -x,©x2 ;
h)  (Xj A.X2 ) v ( x ,  A ~1X3 )v (n .V 2 A.V3 ).

M egoldás :

a)  írjuk át először a 0  műveletet konjunkció, diszjunkció és negácíó 
segítségével:

X i ® X 2 =  n ( x , ^ X 2 ) =  l ( ( n x i  VX2 ) a (H X 2 VXi)) =

= (xi A n x i)v (nx i AX2 ) =
=  (x, AX2 ) V n (x ,  VX2 ).

Az uto ljára kapo tt form ulának megfelelő áram kört m ár könnyen összeál­
líthatjuk (35. ábra).

Megoldás :

35. ábra
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h) A  megoldás a 36. áb rán  látható.

36. ábra

Az előző gyakorló feladatban tulajdonképpen olyan ösz- 
szetettebb au tom atát kellett konstruálni a m egadott egysze­
rű autom atákból, amelynek egy kimenete van, és a kim ene­
ten megjelenő inform áció a m egadott függvénnyel írható  le.

Elég általános feladattípus fogalm azható így: tervezzünk 
olyan autom atát, amely egy ado tt követelménynek eleget 
tesz, és az előzőekben ism irtetett háromféle elektronikus 
egységből épül fel.

Gyakorló feladat

6. Tervezzünk olyan véges au tom atá t, amely ÉS, VAGY kapukból, to ­
vábbá inverterekből épül fel, két bemenete, két kim enete van, és a kettes 
szám rendszerben összead a következő m ódon: a két bem eneten megjelenő
0  vagy 1 jelek kettes szám rendszerbeli összegét adja ki az egyik kimeneten, 
és a m aradékot a másik kimeneten.

M ey oldás :

A  tervezendő véges au to m ata  -  a bináris félösszeadó -  sem atikus rajzát 
a 37. ábrán  vázoltuk fel.

37. ábra
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írjuk fel annak feltételét, hogy az e, ill. az m kimeneten 1 jelenjen meg 
(legyen impulzus)! Ezt táblázatta l így adhatjuk  meg:

•>̂ 1 ^ 2 e m

i i h i
i h i h
h i i h
h h h h

Ennek alapján felírhatjuk a kim eneteket mint Xj és Xj  függvényét: 

t-(x,, X2) =  (x, A n x j )  v ( n x ,  A X j )  = (x, V X j ) a  n (x ,  AXj), 

m ( x i ,  X j )  =  X j  A X2.

A félösszeadót m ost m ár egyszerűen ábrázo lhatjuk  (38. ábra).

38. ábra

Feladatok

1. írjuk le a következő áram körök m űködését:
a)

39. áb ra

108

b)

40. ábra

C)

^ 7 /

v K '1

41. ábra

2 . Tervezzünk kapcsolókból álló áram kört, amely a kö­
vetkező form uláknak felel meg;

a) ( x i - * X 2 ) a ( x 2 ^ X 3 );-

b )  ( (x ,-> X 2 ) a ( x 2 -> (x i

c)  X i  v ( “ | X ,  A X 3 ) v ( “ l X 2 A X 4 ) V  n ( X 3 A X 4 ).

3. Tervezzünk olyan ÉS és VAGY kapukból továbbá in- 
verterekből összeállított áram köröket, amelyek a 2. a), h),
c) form uláknak felelnek meg!

4. írjuk le formulával a következő elektronikus egységek­
ből felépített áram kört:
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a)

42. ábra

h)

5. Tervezzünk 
a ) kapcsolókból,
b ) elektronikus áram köri egységekből olyan áram kört, 

amelyen akkor és csak akkor folyik áram , ha három  kapcso­
ló (ill. bemenet) közül pontosan kettő  m űköd ik !

1 1 0

6 . Tervezzünk olyan áram kört, amelynek segítségével egy 
előszobában levő lám pát három  különböző kapcsolóval le­
het bekapcsolni, méghozzá úgy, hogy bármely kapcsoló el- 
forditásakor a lám pa kigyullad, ha nem égett, és elalszik, ha 
égett (alternatív kapcsoló)!

2. Mínimalízálási módszerek

Az előző fejezetben a logika eszközeit használtuk fel 
áram körök tervezésére, leírására. Az eddigi példáinkban 
nem vizsgáltuk azt a kérdést, hogy az adott célra konstruált 
áram kör mennyire egyszerű. Lehet-e -  és ha igen, milyen 
módszerekkel -  egy ado tt célra konstruált áram körrel ekvi­
valens, egyszerűbb áram kört szerkeszteni? Ez a kérdés pedig
-  érthető m ódon -  az alkalm azások szem pontjából is na­
gyon lényeges. A következőkben, csak példák bem utatásával 
ismertetünk néhány olyan eljárást, amelyek ilyen egyszerűsí­
tési feladatok m egoldására szolgálnak. Ezeket az eljárásokat 
mínimalízálási m ódszereknek nevezik.

Gyakorló feladatok

7. Tervezzünk az I. feladatban m egadott a),  h ), c)  áram körökkel ekvi­
valens, egyszerűbb á ram kört!

M  egoldás:

a)  írjuk fel először az á ram kör m űködését jellem ző form ulát:

~l - v ,  V n . X 2 ) A ( . Y 2  V H X 3 ) )  V V .V3.

A kapott form ulát most az ismert azonosságok felhasználásával alakítsuk 
át úgy, hogy egyszerűbb, de az eredetivel ekvivalens form ulát kapjunk! Az 
„egyszerűbb” itt nyilván azt fogja jelenteni, hogy kevesebb „betű t” ta rta l­
mazó form ulához akarunk  eljutni, hiszen a kapcsolókból összeállított 
áram körben  m inden betűnek m egfeleltetünk egy külön kapcsolót.
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( n X i  VXj  V “ IX2 V. X3)  A ( n X j  VX2 V ~ l X2  VX3 V 1 X3)  =  i.

Azt kaptuk tehát, hogy a formula azonosan igaz, vagyis az áramkör két 
pólusa között a kapcsolók helyzetétől függetlenül folyik áram. Ezt úgy is 
fogalmazhatjuk, hogy az áramkör egyetlen kapcsoló, megszakító nélküli 
vezetőből álló „áram körrel” is helyettesíthető.

A h )  áramkörhöz tartozó formulát is irjuk fel:

(x, a ((x 2 a (x , V n X j j A  n x , ) v ( X 2  AXj ) ) )v

v (n x 2 a{(xj A nx 3)v (nx , a nxj)))v
v (Xj AX3 a ((.X, A n x j ) v  nX|)) ,

A disztributivitási szabály többszöri alkalmazásával a következő ered- 
ményre jutunk:

(x, A X 2  A X 3 ) v ( n X i  A n X 2  A n X 3 ) v ( n X i  A X 2  A X 3 ) .

A kapott formulában az első és harmadik tagból kiemelhető X2 a  X3,  igy 
a formulát a következő módon egyszerűsíthetjük:

(X2 A X3)  V ( ~ l X ,  A “I X2  A “1X3) .

Ezután vázoljuk a kapott formulának megfelelő áramkört, amely öt kap­
csolót tartalmaz (44. ábra). A c)  áramkörnek megfelelő formulát könnyen 
felírhatjuk:

(x I V  X2 V  X3 V X4) A (x , V X2 V  X4) A (x , V X3) =

=  X, VX2 VX3 VX4.

Alkalm azzuk a d isztributivitást:

44. ábra

Az azonosság helyessége könnyen ellenőrizhető. A megfelelő négy kapcso­
lóból álló áramkört is könnyen megszerkeszthetjük (45. ábra).

45. ábra

1 1 2

8. Egyszerűsítsük a következő formulát, azaz írjunk fel egy ezzel ekviva­
lens, minél kevesebb változójelet tartalmazó formulát:

( “ I X ,  A 1 X 2  A n X 3 ) v ( ~ I X i  A “1 X 2  A X 3 ) v

V ( X j  A “ I X 2  A X3 )  V ( Xj  A X2 A X3).

Megoldás:

A  formula t. d. n. f. Vegyük szemügyre az egyes tagokat. Az első két tag­
ból kiemelhető n x ^  a  n x . 2 ,  a megmaradt rész: “ 1x3 VX3 =  i, tehát ez el­
hagyható. Hasonló ötlettel egyszerűsíthetjük a másik két tagot is. így a kö­
vetkező egyszerűbb formulához jutunk:

(nxi A n x 2) v(xj AX3).

Az előző példákban a formulák egyszerűsítéséhez, m ini­
malizálásához m ás-más ötletet kellett felhasználnunk. A mi­
nimalizálás gyakorlati fontossága m iatt célszerű algoritm u­
sokat, lehetőleg gazdaságos algoritm usokat keresni a mini- 
malizálási problém a megoldására. A problém ának először 
egy speciális, a gyakorlat szem pontjából fontos esetét tá r­
gyaljuk.

Az igazságfüggvények előállításához kézenfekvő, jól hasz­
nálható alak volt a t. d. n. f., ill. a t. k. n. f. A függvények 
előállítása szem pontjából azonban ez az alak nem gazdasá­
gos, túl sok betűt tartalm az. Először olyan, gyakorlatilag is 
jól használható m ódszereket fogunk vizsgálni, amelyek 
t. d. n. f., ill. t. k. n. f. alakból kiindulva, de továbbra is csak a 
“ 1 , A és V műveletével felépülő formulák körében m aradva 
csökkentik a függvény előállításához használt betűk számát.

Elemi konjunkciónak nevezzük az olyan konjunkciót, 
amelynek tagjai különböző változók, ill. e változók negált- 
jai. Elemi konjunkciók például a következők:

X i A ~ 1 X 2 A X 3 ;  ~ | X i  A ~ | X 3  A X 5  A X2.

Az elemi konjunkció rangjának nevezzük a konjunkció- 
ban előforduló betűk számát.
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Diszjunktiv normálformának, rövidítve d. n. f.-nek nevez­
zük az olyan diszjunkciót, amelynek tagjai elemi konjunkci- 
ók. D iszjunktiv norm álform ák például a következő form u­
lák:

Xi  v ( “ |Xi  A X 2 ) v (Xi A X j ) ;

( n X i  AX2  AX 3 ) v (Xi a  H X 2 A  “1X3).

A felírt két d. n. f. közül a m ásodik t. d. n. f  is; nyilvánvaló, 
hogy a t. d. n. f. speciális esete a d. n. f.-nak.

A következőkben elsősorban olyan eljárásokat ism erte­
tünk, amelyek a  diszjunktiv norm álform ák körében keresik 
meg a lehetőleg kevés betűt tartalm azó formulát.

Egy d. n. f. hosszának nevezzük a form ulát alkotó kon- 
junkciók számát. Fontos lesz szám unkra egy adott 
d. n. f.-hoz tartozó, azzal ekvivalens legrövidebb d .n . f .  
(1. d. n. f.) és a legkevesebb számú betűt tartalm azó, azaz mi­
nimális d. n . f  (m. d. n. f.).

A bevezetett fogalm ak m intájára lehetne definiálni a konjunktív  no r­
m álform át (k. n. f.), és az ehhez kapcsolódó fogalm akat. A következőkben 
azonban  csak d. n. f-k al foglalkozunk. A tárgyalt m ódszerekhez hasonló­
an tárgyalhatók a k. n. f-h o z  kapcsolódó eljárások is.

Sok szempontból hasznos és érdekes az igazságfüggvé­
nyek értelmezési tartom ányának geometriai szemléltetése. 
Itt is hasznos lesz, m egkönnyíti a szemléltetést, ha az i logi­
kai értéket 1-gyel, a h logikai értéket 0-val azonosítjuk. Ek­
kor például a kétváltozós igazságfüggvények {(0 , 0 ), (0 , 1 ), 
(1 , 0 ), (1 , 1 )} értelmezési tartom ányának szemléltetésére kí­
nálkozik az egységnégyzet négy csúcspontja (46. ábra). É rde­
mes azt is megfigyelni, hogy a csúcspontokhoz és az élekhez 
elemi konjunkciókat rendelhetünk úgy, hogy ezek éppen a 
megfelelő csúcspontokban, ill. a megfelelő élek végpontjai­
ban igazak (47. ábra). A rövidség kedvéért a konjunkciót itt 
is szorzásként jelöljük, és m egállapodunk abban, hogy eb­
ben a fejezetben toválíbra is ezt a jelölést használjuk.
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47. ábra

48. ábra

A három változós igazságfüggvény értelmezési tartom á­
nyát a (háromdimenziós) kocka csúcspontjaival szemléltet­
hetjük. A legfeljebb harm adrangú elemi konjunkciókat -  az 
előző esethez hasonlóan -  a kocka lapjainak, éleinek, csú­
csainak lehet megfeleltetni (48. ábra).

Nem  m inden lehetőséget írtunk oda, hogy az ábra ne le­
gyen zsúfolt.

H asonló szemléltetést lehet használni n-változós függvény 
esetében is. Az n-változós függvény értelmezési tartom ányát
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az n-dimenziós kocka csúcsainak, éleinek, lapjainak, . . r ö­
viden /c-dimenziós intervallum ainak megfeleltethetők a leg­
feljebb n-edrangú elemi konjunkciók.

A szemléltetést jól fel tudjuk használni a függvények 
d. n. f  alakjában való előállitására. H a m egadunk egy n-vál- 
tozós függvényt, akkor ezzel egyszersmind kijelöltük az n-di­
menziós kocka csúcsainak egy részhalm azát is. Azok a  csú­
csok tartoznak a részhalmazba, amelyekre a függvény értéke 
í, azaz 1. Jelöljük ezt a halm azt T/-gye\. Az /  függvény 
t. d. n. f  előállítását kapjuk meg, ha a 7 /-b e  tartozó csú­
csokhoz rendelt elemi konjunkciók diszjunkcióját irjuk fel. 
A 7 / halm az más intervallum okkal is lefedhető; ezek disz- 
junkciójaként az /  egy d. n. f  előállítását kapjuk.

Gyakorló feladat

9. Szemléltessük a 8. gyakorló feladatban t. d. n. f.-val m egadott függ­
vényhez tartozó  T /  halm azt, és ennek segítségével állítsuk elő, lehetőleg 
rövid d. n. f. a lakban  a függvényt!

Megoldás:

A T /  halm azt a 49. ábrán  szem léltettük. Az ábrán  vastagon kihúzott 
élek végpontjai lefedik a T /  halm azt, így az ezekneK megfelelő elemi kon­
junkciók diszjunkciója d. n. f. a lakban  adja meg a függvényt:

1 X 2 V X1X3.

M ost állítsuk elő a függvényt a lehető legkevesebb betűből 
álló d. n. f-val -  azaz m. d. n. f -v a l! A d. n. f  betűinek szá­
m át a d. n. f-e t alkotó elemi konjunkciók rangjának összege 
adja. Világos, hogy a 7 / halm aznak olyan lefedését kell meg­
keresnünk, amelyre ez a rangösszeg a minimális. A cél nyil­
ván az, hogy minél nagyobb dim enziószámú intervallum ok­
kal fedjük le T/-et, hiszen a nagyobb dim enziószámú inter­
vallum okhoz kisebb rangú konjunkciók tartoznak. Látható, 
hogy a dimenzió és a rang összege rögzített, éppen n.
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49. ábra

Azt m ondjuk, hogy egy /  intervallum maximális, ha nincs 
olyan nagyobb dimenziós intervallum, ami I-t tartalm azza 
és még része T/-nek.

Gyakorló feladatok

10. Az / három változós függvényt a következő t. d. n. f.-val adjuk meg:

/ ( X , , X 2 ,  X3 )  =  X 1 X 2 X 3 V X ,  1 X 2 X 3  V n X , X 2 l X 3  V X , X 2 l X 3 .

Szemléltessük a függvényhez tartozó  7 /-e t, válasszunk ki 7 /-e t lefedő m a­
ximális intervallum okat és irjuk fel az ennek megfelelő d. n. f.-t, majd pró ­
báljuk meg ezt is rövidíteni!

Megoldás;

A 7 /-e t az 50. ábrán szem léltettük, vastagon jelöltük meg a 7 /-e t lefedő 
m aximális intervallum okat. A függvény így kapo tt d. n. f. előállítása:

/ ( X , , X 2 ,  X3 )  =  X , X 3  V X , X 2  V X 2 ~ 1 X 3 .
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50. ábra

Az ábráró l leolvasható, hogy az Xj.V2 konjunkcióhoz tartozó  él k ihagyha­
tó, m ert a másik két él is lefedi T /-et. így a függvény a változók négy elő­
fordulását tartalm azó  d. n. f.-val á llítható  elő:

/ ( X j ,  .X2, X3 )  =  X1X3 V .X2 ~ \ X y

11. Á brázoljuk a következő függvényekhez tartozó  7 /  h a lm azo k a t! Ke­
ressünk lefedő intervallum okat és írjuk fel a megfelelő d. n. f.-et, továbbá 
keressünk ha lehet -  még rövidebb d. n. f.-et:

U )  / ( x , ,  X2,  .Xj)  =  X j X j . Vj  V X ,  - 1 X 2 X 3  V X , X 2 ^ X 3  V 

v x ,  “ I X j l X j  V “ i x . X j X j ;

h )  ^ ( x , ,  X j ,  X j )  =  X , X2 n  X3 V X , ~ l  X2X3 V

V .X J  1 X2 ~1 X3 V n  -X, X2 X3  V

V ~ | . X i X2  “I X 3  V “ I x ,  “ 1X2X3.

M egoldús :

A z  a)  feladat esetében az 51. áb rán  szem léltettük a T'/-et, m egjelöltünk 
egy lefedő intervallum rendszert is. A függvény megfelelő d. n. f. előállítása 
a következő:

/ ( x , , x j ,  X3 ) =  X , v n x ,X 2 X3 .
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51. ábra

Megfigyelhető, hogy még rövidebb d. n. f.-hez ju tunk , ha az 52. ábrán  
szemléltetett lefedő in tervallum okat választjuk. Érdem es megjegyezni, 
hogy a kapott

/ ( X | , X 2 , X 3 )  =  X ,  V X 2 X 3

alak m inim ális d. n. f. Ez az előző d. n. f.-ből bizonyos diszjunkciós tagok 
elhagyásával nem k apható  meg!

52. ábra
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A h )  feladathoz tartozó  T / halm azt az 53. ábrán  szemléltettük.

53. ábra

Észrevehető, hogy ebben az esetben két különböző, maximális interval­
lum okból álló lefedő rendszert is k iválaszthatunk (5 4 . és 5 5 . ábra). Ezeknek 
megfelelően, két kü lönböző m. d. n. f-h o z  ju tu n k :

íí(x,. xj, X3) = X, - 1x2 V nxjxj VX2 nxj,
g(x„  Xj, Xj) =  X, - 1X3  V -|X ,X 2 V n x j x j .

1 2 0

Az eddigi tapasztalatokat a következőkben foglalhatjuk 
össze. G yakorlati problém ák m egoldásakor előforduló igaz­
ságfüggvényeket a leggyakrabban t. d. n. f.-ban könnyű 
megadni. A következő lépés a gazdaságosabb előállításhoz a 
t. d. n. f  rövidítése, m inimalizálása. A m. d. n. í. általában 
nem egyértelmű, egy ado tt függvénynek több m. d. n. f.-ja is 
lehet. A következőkben olyan, gyakorlatilag is használható 
eljárásokat ism ertetünk, amelyek t. d. n. f. alakban adott 
függvényhez m egadják a m. d. n. f.-t.

Az egyik ilyen m ódszer az ún. határozatlan együtthatók 
módszere. Ebben az esetben az n-változós függvényt olyan 
d. n. f  alakban állítjuk elő, amelyben minden, legfeljebb n- 
edrangú elemi konjunkció előfordul az indexes A határozat­
lan együtthatóval. A határozatlan együtthatókat ezután úgy 
adjuk meg, hogy a m. d. n. f-hoz jussunk. Egy három válto- 
zós függvényt például a következő alakban adunk meg;

/(X i,X 2 ,X 3 ) =  / l in X i  V /lsH X jV

V  >1 J x ,  V  A \ x 2 V  / I 3 X 3  V  A ^ 2 ~ ] X ^  “ I X 2  V

V /í?^nxi nxj V /í^^nxjnxs v /i°i-|xjX2 v
V  n X j X j  V  A 2 Í  “ I X 2 X 3  V  ^ { 2 X 1  “ I X 2  V

V  / í J j X i  n X j  V  ^ 2  3^ 2 ~ I -^3 V  ^ } 2 ^ , X 2  V

V  ^  Í j X j X j  V  ^ ^ 3 X 2 X 3  V  /4 ? 2 3  n X i  “ 1 X 2  “ I X 3  V

V  / l ? ^ ^  n X i  n X 2 X 3  V  A V z 3 ^ X i X 2 V

V A°i \ \ ^ X ,X 2 X 3 V

V ^ [ ^ ^ X i “ | X 2 n X 3  V / 1 Í 23X ,  “ I X 2 X 3  V  

'4123^1^2 ~l^3 '4{23X,X2X3.

A függvény definícióját és az ado tt előállítást felhasználva, 
az együtthatókra egy egyenletrendszert írhatunk fel. H a pél­
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dául az X i= X 2 = X3 = h értéket adjuk a változóknak ,ak­
kor az

A^3 ^ í í v A \ r ,  = f{h , h, h)

egyenlethez ju tunk. H asonló módszerrel írhatjuk fel a többi 
egyenletet is;

A \ ^  A l w  A \ ^  A \ \ y  A ° l  v  A ° l  v  =  f{h , h, i \

/l? V  V  V  A°il V  V  Â 2°3 V =  f i k  i, h), 

A ' i v A l v A i v  V  A ° i  V  A \ \  v  /l? i ‘ =  f (h ,  i, i), 

A \v A ^ v A ° 3 v A \° 2 v A \* i 'v A f^ v A \° 2 ' Í  =  f ( i ,h ,  h),

/1 { v / 1  ̂ v / í J ^ v / 1 }̂  v / 1 ^  ̂v ^ } ° ‘ =  f{ i ,  h, i), 

A \ v A Í v A ° v A \ i v A \ < i v A Í ^ , v A \ l ^ , = f { i , i ,  h \

A\ V A \ v  A \ v  A W 'v A \ \ v  A i \ v  A\],l = f{i ,  i,

v e n le tr e n d s z e r  m eern lH ásak n r arrpi tnrpWcyiinW h

Gyakorló feladat

12. A ha tározatlan  együtthatók módszerével keressük meg a következő, 
három váitozós igazságfüggvény m. d. n. f-ját!

f i, ha Xi =X2=-X3 =  Í, Xi =.X2 =  Í, X3  =  /l,
és Xi = X 2 = h, -V3 =  /, 

h egyébként.

fel:

Megoldás:

A függvény definíciója alapján a következő egyenletrendszert írhatjuk

1 2 2

/!« V V V V V v .4?^^ = K

V V A^^l V ^?23 =  ̂

/1‘; V V .4^  ̂V V V =  K

Â l v A \ v A \ v  A^,l V A^,\v J v AV2I = K

A \ v  Â 2 ^  A^ ,v  A\^2 ^  A \ ^ , v  A^^l

A\vA^2^AlvA\^2^A\\vA^2\^<2l =
A \ v A \v A^,v A \ \ v A\^,v A\^,v A\YI = U ■
A \ v A l v A \ v A \ \ v A \ l v A l l v A \ l l  = L

A hamis diszjunkció m inden tagja hamis, ebből rögtön adódnak  a követ­
kező értékek:

jO _  aO_ aO _  ^ 0 0  _  ^ 0 0  _  ^ 0 0  _  ^Ü0 ()_ ^ l-^ 2 -^ 3 -^ 1 2 - '^ 1 3 -^ 2 3  —̂ 123-
— /I2 — /I12 — '^23~^123~^3~^13~^23~^123“
- '^ 1 - ^ 1 2 - ^ 1 3 - ^ 1 2 3 - ^ 1 3 - ^ 2 3 - ^ 1 2 3  —

Ezek felhasználásával a m egm aradó egyenleteket a következő a lakra  hoz­
hatjuk (felhasználva, hogy a hamis diszjunkciós tag elhagyható):

A nagyobb rangú konjunkciók együttható it célszerű /i-nak választani, 
így az

j  110 _  j  111 _  i,^123 — ^123—^

választással
JOOI _  J l  1 _  •^̂ 123 — ^ 1 2  — ‘

adódik, és ennek megfelelően a m. d. n. f :

/ ( X i ,  X2, X3 )  =  X , X 2  V n x ,  n X 2 X 3 .

A bem utatott módszer gépies, könnyen célhoz vezet, de elég 
számolásigényes. Egy n-változós függvény esetében 2” egyen­
letet kell megoldani.
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A problém a m egoldására egy másik módszert, amelyet 
W. Quifie javasolt, a következő gyakorló feladatban m uta­
tunk be.

Gyakorló feladat

13. Állítsuk elő m. d. n. f. a lakban a t. d. n. f.-val ado tt

f { x ,, .xr̂ , x j, X4 ) =  n  .V, n  ■’f2 -’f3 -’f4  V n  X, Xj n  x j  n  x^ v

V n X j X ^ - I X ^ X ^ V  n x , X 2 X 3 X ^ V X , n X 2 n X 3 X 4 V

V XI n X2X3X4 V XI x̂  -i X3 n X4 V X, X2X3 n x^
függvényt!

Megoldás:

Az első lépésben a következő típusú „elnyelési” szabályt alkalm azzuk, 
am eddig csak lehet:

XX,- V a n .v ,-  =  X

Az áttekinthetőség kedvéért sorra vesszük a t. d. n. f. tagjait, m indegyiket 
összehasonlítjuk az összes többivel, keresünk hozzá megfelelő párt, ha le­
het. Ezután leírjuk az egyszerűsítéssel kapo tt tagot, és megjelöljük a m ár 
felhasznált tagot.

~1 Xi ~lXjX2 nX3 ~l.V4 , ~IXjX2 ~l.V3.Y4 ,
nXp>^X 4 , Xi nX^nXj.Ŷ, Xi nX2X3X̂ ,
XiX2 ~lX3 ~lX4 , XjX2X3 HX4 .

A kapott három tagú elemi konjunkciók:

~1X,X3X4 , nX,X2 ~1X3, X,nX2X4 , X,X2 HX4 ,
~|X,X2X4 , ~IX2X3X4 , X2 “IX3 1 X4 .

Ezekre -  ha lehet -  újra alkalm azzuk az elnyelési szabályt. Jelen esetben 
ezekre m ár nem a lkalm azható  a szabály. E kkor elkészítünk egy olyan táb ­
lázatot, amelyben az oszlopokban a t. d. n. f. tagjai állnak, soraiban pedig 
a m egm aradt d. n. f. tagok (am iket nem jelö ltünk meg):
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A táblázatnak nyolc oszlopa és hét sora van. Az egyes sorokban végig­
megyünk és jelet teszünk oda, ahol az oszlop fejlécében levő t. d. n. f. tag 
igaz, amikor a sor elején álló konjunkció igaz.

Ezután kikeressük azokat az oszlopokat, amelyekben csak egy jel van. 
Az ezeknek megfelelő konjunkcióknak feltétlenül szerepelni kell a 
m. d. n. f.-ban. A mi példánkban két ilyen oszlop van, az 5. és a 8. Ezután 
kihagyjuk ezeket az oszlopokat, továbbá még azokat is, amelyeket az itt 
szereplő tagok „lefednek”, tehát a példában a 6. és 7. oszlopot. Ugyancsak 
elhagyjuk a már bevett tagoknak megfelelő sorokat is.

2. táblázat

| X i  | X 2X3 X4 1X 1X 2 1X 3 1X 4 l-Xl-^2 I X 1 X 2 X 3 X 4

+ +

1 ^  1 -X 2 1 3 + +

n X i X 2 X 4 +  +

H X 2X 3X 4

X 2 n X 3 n . V 4

A kapott táblázatból (2. táblázat) azután úgy célszerű kiválasztani a so­
rokban szereplő tagok közül néhányat, hogy ezek rangösszege minimális 
legyen, és együtt lefedjék az összes megmaradt t. d. n. f. tagot. Példánkban 
ezt az első és második sorban álló tagok választásával tehetjük meg. így 
végül a következő m. d. n. f.-hoz jutunk:

/ (X ,,X 2 , -X3 , X j  =  X ,n X 2 X^VX,.V2 n.V4 V

V ~ I X i X 3 X 4 V  “ 1X1X2 1 X 3 .

Általában ez a lépés nem egyértelmű, több lehetőség közül is választha­
tunk.

A most megismert Quine-m ódszernek az a hátránya, hogy 
az első lépésben túl sok összehasonlítást kell végezni. M in­
den tagot m inden más taggal összehasonlítunk, ez a legrosz- 
szabb esetben -  n-változós függvény esetén -  2 "~ '( 2 "—1 ) 
összehasonlítást jelent. Ezen jav íto tt E. M c Cluskey m ódosí­
tása. A m ódosított módszerrel (a Q u in e-M c Cluskey-mód-
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szerrel) majd a feladatok során ism erkedünk meg. A felada­
tok között foglalkozunk majd olyan módszerrel is, amely 
tetszőleges d. n. f.-ből kiindulva vezet el a m. d. n. f.-hoz.

A { n .  A, v }  teljes függvényrendszerben az ado tt függ­
vényt minimális számú betűvel előállító formula megkeresé­
sére nem ismerünk jól használható, gazdaságos algoritm ust. 
A m. d. n. f- t  rendszerint még kiemelésekkel tovább rövidít­
hetjük, így m ár nem d. n. f.-t kapunk. Á ltalában nem igaz az; 
hogy a m. d. n. f-bó l kiemelésekkel a minimális előállításhoz 
jutunk. Az elm ondottak m iatt a gyakorlat szempontjából 
nagyon fontosak és jól hasznosíthatók a m. d. n. f - t  előállító 
módszerek.

Egy további általánosabb, elméleti és gyakorlati szem­
pontból is fontos problém akör a következő. Tetszőleges 
F teljes függvényrendszerhez adjunk meg olyan algoritm ust, 
amelynek alapján bármely igazságfüggvény előállítható F 
elemeiből szuperpozícióval, majd olyan algoritm ust, amely a 
kapott előállítást minimalizálja. Ebben a problém akörben 
sok még a nyitott kérdés. N éhány speciális esettel a felada­
tokban foglalkozunk.

Végül érdemes megfigyelni, hogy ha elektronikus áram kö­
röket tervezünk m egadott egységekből, akkor egy további 
minimalizálási problém át kell megvizsgálnunk: az adott 
függvényt hogyan lehet előállítani minimális számú művelet 
alkalm azásával? Itt ugyanis az áram köri egységek műveleti 
jeleknek felelnek meg.

Feladatok

7. A határozatlan együtthatók módszerével keressük meg
az

f { x  1 , X2 , Xj) =  X1X2 X3 V X1X2  “ IX3  V Xi ” 1X2 X3  V 

VXi n X 2 ~lX3  V n X j 1X 2nX 3

függvény m. d. n. f - já t !
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8. A Q u in e-M c Cluskey-módszerben az adott t. d. n. f. 
tagjait i és h betűkből álló sorozattal jellemezzük. Például az

“ 1X2 X3 tagot ^az ihi sorozat jellemzi, erre igaz a konjunk- 
ció. A tagokat aszerint csoportosítjuk, hogy a hozzárendelt 
sorozat hány i betűt tartalm az (0 , 1 , 2 , . . . ,  w számú i betűt 
tartalm azó tagok). Az összehasonlítást csak szomszédos cso­
portok között kell elvégezni.

A Q u in e-M c Cluskey-módszerrel keressük meg a követ­
kező, t. d. n. f.-val adott függvény m. d. n. f.-ját:

/ ( X i , X 2 ,  X 3 ,  X 4 ) =  n X i n X 2 H X 3 n X 4  V

V  ~ | X i ~ | X 2 " 1 X 3X 4 V  ~ l X i  “ 1 X 2 X 3 1 X 4  V

V  " 1 X 1 X 2  “ I X 3  “ 1 X 4  V X i  ~ | X 2 n X 3 ~ | X 4  V

V  ~ ] X i  I X 2 X 2 X 4 ,  V  ~ l X i X 2 X 3  1 X 4  V  X j  ~ | X 2  1 X 3 X 4  V

V  I X 1 X 2 X 3 X 4  V  X i  I X 2 X 3 X 4  V  X 1 X 2 X 3 X 4 .

9. Tegyük fel, hogy az n-változós /  függvénynek egy ó 
d. n. f. előállításában szerepel egy ax, és egy jSlx^ alakú tag. 
Igazoljuk, hogy

S =  öv  ajS.

10. Az előző feladat eredményének felhasználásával az

f { X i ,  X2 , X3 ) =  n x ,  n X 2  V n X 2 Xj VXiXjHXj V

V  n X i X j H X j

d. n. f. alakban ado tt függvényhez készítsük el a rövidített 
d. n. f.-et, m ajd ezt egyszerűsítsük a Q uine-m ódszerrel!

11. Az n-változós s„ (Sheffer) és w„ (Webb) függvényeket a 
következőképpen definiáljuk:

s „ (x „ ...,  X„) =  X i

=  n ( X i  A X 2 A . . .  A X „),

1 2 8

W„(Xi ,. . . ,  x„) =  Xi  | X 2  1. . .  l x„ =  

=  n ( X i  V X 2 V . . . V X „ ) .

Igazoljuk a következő azonosságokat: 

a)  s „ ( x , x )  =  n x ;

w „ ( x , x )  =  n x ;  

h)  s „ ( x , X ,  n x )  =  í; 

w „ ( x , X ,  n x )  =  h; 

c )  s „ ( x j , . . x„ í, . . 0  =  s , ( x i , . . X,); 

w „ ( x i , . . x„  h , . . . , h )  =  w , ( x i , . . X,)

( l ^ / < n ) .

12. A t. d. n. f  felhasználásával adjunk meg olyan eljárást, 
amelynek alapján tetszőleges igazságfüggvény előállítható a 
w„ függvény szuperpozíciójaként!

13. Az előző feladatban talált m ódszer szerint állítsuk elő 
a következő három változós függvényt, Wj segítségével:

/ ( X i , X 2 ,  X j ) =  n X i n X 2 n X 3 V  n X , n X 2X 3 V 

V “ I X1X2X3 V X i  “ 1 X 2 1 X 3  V X i X 2 “ IX3.

14. A határozatlan együtthatók módszerének megfelelő 
m ódosításával m inim alizáljuk a 13. feladatban kapo tt előál­
lítást !

3. Relés áramkörök szerkezete és bonyolultsága

A 2. szakaszban m ár néhány példa kapcsán találkoz­
tunk olyan áram körökkel, amelyekben relék, jelfogók m ű­
ködtetik a kapcsolókat. Láttuk, hogy ilyenek tervezéséhez, 
működésének leírásához jól használhatók a logika eszközei.
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Ebben a fejezetben ilyen típusú áram körök szerkezetét vizs­
gáljuk, és néhány olyan feladatot oldunk meg, amelyek az 
áram körök bonyolultságának becslésével foglalkoznak.

Először m egállapodunk abban, hogy az áram körök szem­
léltetését egyszerűsítjük. A kapcsolókat vonalakkal jelöljük, 
a vonal két végét pólusoknak nevezzük. M aga a vonal egy 
kétpólus. A pólusokat egyesíthetjük is. Ennek megfelelően 
az áram kört gráf  szemlélteti. A gráf éleihez logikai változó­
kat vagy változók negáltjait írjuk, ezek jelölik a kapcsolókat. 
A csúcsok felelnek meg a kétpólusok egyesítéseinek. A gráf­
ban kijelölünk két csúcspontot, az egyik a  bemenet, a másik 
a kimenet. Az így kapott sémák természetesen idealizált leírá­
sai a fizikai áram köröknek. így például természetesen azt is 
feltesszük, hogy ha a bemenetre áram  érkezik, akkor ez az 
egész sémán egyszerre átfolyik, azonnal megjelenik a kim e­
neten is (ha a kapcsolók helyzete ezt engedi).

Az 56. ábrán néhány ilyen gráfot rajzoltunk meg. A beme- 
netet és a kim enetet nyíllal jelöltük.

a) b)

56. ábra

M inden gráfhoz hozzárendelünk egy igazságfüggvényt. Ez 
annyi változós, ahány különböző logikai változó van a gráf 
élén és akkor és csak akkor igaz, ha a bemenet és kimenet 
között folyik áram.
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14. írjuk  le az 56. ábrán  vázolt gráfoknak megfeleltetett igazságfüggvé­
nyeket!

Megoldás:

Az 56a ábrán  látható  gráfban négy változó van, így négyváltozós függ­
vényt kapunk;

/(X„X2, X3, Xj = X,X3X4 VX,X4X2 V
V  X 2 X 3 X 4  V X 2 X 4  V  X , X j X 2  n X 4 V  “ I X j H X i X ^ V

V n X j H X i X j H x ^ .

Az 56h ábrának  megfelelő y  függvény egyszerűbb:

tf(x,, Xj, Xj, x j  =  X, V X2 V X3 V X4 .

Az 56c áb rán  egy h ídkapcsolás vázlata látható . A hozzá tartozó  h függvény 
így írható fel:

/l(x,, X2 , X3 , X4 , X5 ) =  X,X4  V X,X3 X5 V

VX2 X5 VXJX3 X4 .

M ár az előző gyakorló feladat megoldásában is használ­
tuk, hogy a séma m űködését leíró függvényt úgy kaphatjuk 
meg, hogy sorra vesszük a bemenetet a kim enettel összekötő 
egyszerű u takat (amelyek nem haladnak át kétszer egy csú­
cson), és az ezeknek megfelelő konjunkciókat diszjunkcióval 
kapcsoljuk össze. így a függvényt d. n. f  alakjában kapjuk 
meg.

A fordított feladat az, amivel néhány speciális esetben m ár 
foglalkoztunk. Ebben az esetben ado tt függvényhez kere­
sünk olyan áram kört, ami a függvényt megvalósítja, azaz a 
bemenet és kim enet között akkor és csak akkor folyik áram, 
ha a függvény értéke igaz. Az áram kört jellemző gráf konst­
rukcióját például a következő m ódon írhatjuk le. A függ­
vényt előállítjuk d. n. f  alakban. A d. n. f- t  m inimalizáljuk 
az előző fejezetben megismert módszerekkel. Ezután a

Gyakorló feladat
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m. d. n. f. minden elemi konjunkciójánaií megfeleltetünk egy 
bemenettől kim enetig vezető „sorba kapcsolt” utat, az egyes 
élekre a konkjunkciós tagokat írjuk rá. Végül az elemi kon- 
junkcióknak megfelelő u takat „párhuzam osan” kötjük be a 
bemenet és kim enet közé.

Gyakorló feladat

já t:
15. Tervezzük meg a következő függvényeket realizáló áram körök  gráf- 

a)  (x, v x j ) - * - (x 3 A - |x , ) ;

h) X ,© X 2 © X 3 .

M  egoldás:

Az a)  form ulát először norm álform ává alakítjuk:

~ l ( X i  V X 2 )  V ( X 3  A ~ | X j )  =  " I X i  “I X 2  V X3 I X i .

Itt is használtuk azt a rövidítést, hogy a konjunkció jelét nem írtuk ki. Ész­
revehető, hogy a kap o tt form ulából IX j-e t  még kiem elhetjük:

~ l X i (  “I X 2  V X3).

A megfelelő á ram kör gráfját az 57. áb ra  m utatja.

< r i >
5 7 . ábra

A h) form ulát is először alakítsuk át d. n. f.-vá. Kövessük most azt a 
m ódszert, hogy közvetlenül a m űvelet definícióját felhasználva írjuk fel a 
t. d. n. f.-t! Tudjuk, hogy az X ,0 X2 © X 3 form ula értéke akkor és csak ak ­
kor igaz, ha vagy m indhárom  változó értéke igaz, vagy pontosan egy válto­
zó értéke igaz. Ennek alapján:

vx, “IX2X3 VX1X2 1 x3 .
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A kapott form ulát egyszerűsítsük:

X 1 X 2 X 3  V  n . X j X 2 X 3  V X i  ” 1X2X3 V X 1 X 2  n X 3  =  

=  X jXjVX jX j VX,X2 =  X,(X2 V X jIvX jX j.

Az áram kör gráfját az 58. ábrán  vázoltuk.

58. ábra

Az eddigi feladatokban egy függvényt a n ,  a , v művele­
tekkel fejeztünk ki, és úgy vázoltuk fel a függvényt megvaló- 
sitó áram kör gráfját, hogy a kapcsolókat párhuzam osan 
vagy sorosan kapcsoltuk. A párhuzam os-soros sémák, rövi­
den n-sémák fogalmát a következőképpen definiálhatjuk. 
Egy élből, azaz kapcsolóból álló elemi séma 7r-séma. Tr-sémát 
kapunk, ha véges sok n-sémát párhuzam osan vagy sorosan 
kapcsolunk. Könnyen végiggondolható, hogy az 56c ábrán 
látható hidkapcsolás nem n-séma.

A formulák m inimalizálása mellett gyakorlati szem pont­
ból is jelentős kérdés az, hogy egy adott igazságfüggvényt 
hány kapcsolóból, érintkezőből álló áram körrel lehet meg­
valósítani. Egy adott igazságfüggvényhez tartozó sémáról 
akkor mondjuk, hogy minimális, ha ez a séma az ugyanezt 
az igazságfüggvényt előállító sémák közül a legkevesebb él­
ből áll.

Gyakorló feladatok

16. Igazoljuk, hogy az 56<:‘ ábrán  látható  h idáram kör m inim ális séma!
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A 14. gyakorló feladatban láttuk, hogy az áram kör m űködését az

/(X i, X2 , X3 , X4 , X5 ) =  .X,.X4  V.X,.X3 X5 VX2 -X5 VX2 X3 X4

függvény írja le. M egm utatjuk, hogy ez a függvény mindegyik változójától 
lényegesen függ. Az áb ra  segítségével a következők könnyen láthatók :

/(/, K K U h) = f(K h, K L h) = h;
f(h, /, /i, /i, i) = i ^ f(K K h. K i) = h-
f(u /i, /, K i) = i ^  f(U /?, h, K i) = h -
f(u h. K /, /i) = / ^ ./■(/, /7, K h.h) = h-
f(K /, /i, /i, /) = / f(h, /, /2, K h) = h.

A kapott eredm ény azt m utatja, hogy bármelyik változót elhagyva, a 
függvény megváltozik. Mivel az á ram körben  mindegyik változó pontosan 
egyszer szerepel, egyik sem hagyható el, tehát a séma minimális.

17. Az

./ (-̂ l’ -̂ 2’ -̂ 3) ~ ^
függvényhez készítsünk el egy m inim ális sémát, ami a függvényt megvaló­
sítja!

M ey oldás:

A függvényt előállító d. n. f.-ről közvetlenül leolvasható az 59. ábrán 
látható  séma. M egm utatjuk, hogy ez a séma m inimális! Tegyük fel, hogy 
egy három változós függvényt realizáló sém ában Xj csak negálatlanul for­
dul elő. Ekkor nyilván

/( / ,  X2 , X3 ) ^  /(/?, X2 , X3 )

teljesül (hiszen Xj zárásával nem szakadhat meg az áram kör). H asonlóan, 
ha ~lx, szerepei csak a sém ában, akkor

/( / ,  X2 , X3 ) ^  f ( K  .V2 , X3 )

kell, hogy igaz legyen. Az általunk vizsgált esetben

/( / ,  /i, h) < f ( K  K h)

tehát kell, hogy az /-et realizáló sém ában ~lx, álljon. U gyanakkor 

/ (í, /, /) > / (/i, /, /),

Megoldás:
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59. ábra

tehát Xi is kell, hogy szerepeljen. A változókban a függvény szim m etrikus, 
tehát m indhárom  változó és a negáltja is benne kell, hogy legyen egy /-et 
realizáló sém ában. Az 59. áb rán  látható  sém ában m indegyik változó és a 
negáltja pontosan egyszer fordul elő, tehát a sém a minimális.

Azt a kérdést fogjuk vizsgálni, hogy adott ^z-változós /  
igazságfüggvényhez mennyire bonyolult séma tartozik, ami 
ezt megvalósítja. Jelölje L { f)  az /-e t megvalósító minimális 
séma éleinek számát. H asonlóan L ^(/) jelölje az /-e t megva­
lósító minimális 7r-séma éleinek számát. Mivel a Ti-sémák az 
összes sém ának egy részhalm azát képezik, nyilván igaz, 
hogy

L A m L j ^ f ) .

C. Shannon vezette be a következő fogalm at: jelöljük f-fel 
az n-változós igazságfüggvények halm azát:

L{n) = max L ( /) ;
f  e F

L„{n) =  max L^(/).

A következő néhány feladatban az Un) függvényt vizsgál­
juk. L(n) a definició szerint azt a minimális számot jelenti, 
amelyre igaz, hogy minden n-változós igazságfüggvény leg­
feljebb L{n) számú élt tartalm azó sémával realizálható.

Gyakorló feladatok

18. A függvények t. d. n. f. és t. k. n. f. előállításának felhasználásával 
adjunk felső becslést L(n) értékére!
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Az «-változós függvény /  t. d. n. f. a lak jában  legfeljebb 2" diszjunkciós 
tag van, ezek mindegyike n számú betűt tartalm az. Tehát ez az alak a szo­
kásos m ódon legfeljebb n • 2” élből álló sémával m egvalósítható. A függ­
vény t. k. n. f.-ja legfeljebb 2 " konjunkciós tagot tartalm az, egy tagban n 
d a rab  betű van, tehát ez az alak is legfeljebb n • 2 ” élből álló sémával meg­
valósítható. A két norm álform áról azonban tudjuk, hogy duálisai egymás­
nak.

Ez azt jelenti, hogy a két norm álform a tagjainak együttes száma éppen 
2 ", Így a rövidebbik legfeljebb 2 ”~ ' tagot tartalm az, tehát ha ezt választjuk 
a függvény m egvalósításához, akkor azt kapjuk, hogy

19. Adjunk az előző feladat eredm ényénél jo b b  becslést L(«)-re a követ­
kező gondolat felhasználásával. Egy w-változós /  függvényt e lőállítha­
tunk az

f i x  „  . . X„) =  í / , (x , .......■’C„ -  1 j x ,  V ,Í/2(.V ..............X„ _ , ) X„,

a lakban, ahol í/j és ^ 2  alkalm as, {n— l)-változós függvények.

Megoldás:

Megoldás:

Az előállítást a következő m ódon használhatjuk fel egy /-et m egvalósí­
tó  séma készítésére. Tegyük fel, hogy ,^i-et és í/2 -t m ár realizálni tudjuk egy 
Si és ^ 2  sémával. E kkor /-re a 60. ábrán  látható  előállítást kapjuk.

60. áb ía

A sém a éleinek szám át felülről becsüljük. Tegyük fel, hogy Sj és S 2 élei­
nek szám a egy c„_, konstansnál nem nagyobb; ekkor

£•„ á  2 c„_,+ 2 .
Mivel r ,  =  I nyilván igaz, ebből L(n)-re a becslés ismételt alkalm azásával a 
következőt kapjuk:
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L(n) g  2 " - ‘ + 2 " ~ '+ 2 " ”  ̂+  ... +  2" +  2 =

=  2 " - ‘ + 2 -2 " ^ ' - 2  =  3■2 " ' ' - 2 .

Az L(n) függvény még jobb, felső becslésének előállítására 
néhány további segédeszközre van szükségünk. Először m ár 
régről ismert eszközünket, a t. d. n. f - t  fogalmazzuk meg egy 
más alakban. Vezessük be a következő jelölést: x' =  x és 
x ' '= ~ \x .  Egy n-változós /  függvényt a következő alakban is 
előállíthatunk:

/ ( x i ,  ...,x „ ) =  V
{ai, . . ., (Tn)

ahol a diszjunkciót az összes (iTi, ..., a„) i, h értékekből képe­
zett rendezett n-esekre kell elvégezni. Világos, hogy csak 
azok a diszjunkciós tagok m aradnak meg, amelyekre 
/ (ö - j , ..., (T„) = i, és így az /  függvény t. d. n. f. alakjához 
jutunk.

Gyakorló feladat

20. Igazoljuk, hogy egy tetszőleges, ^-változós függvény előállítható az 
első k ( k ^ n )  változója szerinti d. n. f. a lak jában :

f ( x ........ ...  X j , x „ )  =

V ,/V p • -’tk+i......

ahol a diszjunkciót az összes í, h értékekből képezett (ít,, ■ • -  (Tj) rendezeti 
/c-asra kell elvégezni!

Megoldás:

Elég m egm utatni, hogy a két oldal értéke tetszőleges (cr,, ..., a j  /, /?, ér­
tékekből képzett rendezett /i-esre egyenlő. Rögzítsük először a 
értékeket. E kkor a két oldal egyenlősége egyszerűen következik a t. d. n. f. 
előzőleg felírt alakjából.
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A most kapott előállítást olyan séma konstrukciójához 
használjuk fel, amellyel az eddigieknél jobb  becslést kapunk 
L(n)-re. Az eddig vizsgált sémák helyett általánosabb típusút 
is használunk m ajd segédeszközként. Egy olyan sémához, 
amelynek egy bemenete és k számú kimenete van, k darab  
igazságfüggvényt rendelhetünk hozzá, amit a séma realizál. 
M inden egyes függvény akkor és csak akkor igaz, ha a bem e­
net és a megfelelő kimenet között áram  folyik. Szükségünk 
lesz olyan sémára, amely az Összes, 2 " különböző n-változós 
elemi konjunkciót megvalósítja. Egy ilyen sémát univerzális 
(1 , 2")-pólusnak fogunk nevezni.

Gyakorló feladat

21. K onstruáljunk -  lehetőleg gazdaságosan univerzális ( 1 , 2”)-pólust, 
és számoljuk össze az így kapott séma éleinek szám át!

Megoldás:

Az ötletet a konstrukcióhoz a következő induktív gondolat adja. 
1 -re a 6 \a ábra sém ája megfelelő.

Az « =  2 esetre ezt a sém át úgy egészítjük ki, hogy m indkét kim enetéhez 
még egy-egy ugyanilyen típusú sém át kapcsolunk az X2 változó szám ára 
(61/? ábra.). Világos, hogy az így kapott ( 1 , 4)-pólus univerzális, hiszen leol­
vasható, hogy éppen az -X, " Ix , n.x, ~I.X2 elemi konjunkció-

a)

61. ábra
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kát realizálja. Az eljárást így folytatva, ^-lépés után a 62. ábrán vázolt 
( 1 , 2 ")-pólust kapjuk, amely nyilván univerzális.

Számoljuk össze még az éleket:

2  + 2  ̂+ 2  ̂+ . . .+ 2 ” -  2 "" 2 .

Most a 20. feladatban megadott előállítás és az univerzális 
( 1 , 2 '‘)-pólus felhasználásával gazdaságos sémát konstruá­
lunk egy n-változós igazságfüggvény megvalósításához. 
Rögzítsünk -  egyelőre tetszőlegesen -  egy értéket
(ezt a későbbiekben majd úgy választjuk meg, hogy jó  becs­
lést kapjunk L(n)-re). Állítsuk elő a realizálni kívánt n-válto­
zós /  függvényt az utolsó n - k  változója szerinti d. n. f  
a lak jában :

/ ( x  1, . . •̂ k+ 1’ • • •’ -̂ n) ~
=  V  /(-Xj, . . 1, . . 1  .. .x„ ,

(<Tk + 1....... (Tn)

ahol (<Tk+i, • • •, o„) az összes lehetséges í, h értékekből alko­
to tt (n-/c)-as értéket felveszi. Az / ( x , , ..., x*, (Th.,, ..., cx„)
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függvényekről csak annyit tudunk, hogy ezek /c-változós 
igazságfüggvények. Az összes 2^^ darab /c-változós függvény 
közül bármelyik előfordulhat ezek között, hiszen /-rő l sem­
mit sem kötö ttünk  ki.

Az elemi konjunkciók között pedig az összes
n —/c-változós elemi konjunkció szerepel. Az /  

függvényt megvalósító S f  sémát a 63. ábrán vázolt alakban 
készítjük el.

Sf 63. ábra

Az univerzális (1, 2”"^)-pólus, az Sj  pedig olyan (2^\ 1)- 
pólus, amelynek 2^^ bemenete, 1 kimenete van, és alkalm as 
arra, hogy megfelelő bemenet és a kimenet között bármelyik 
/c-változós igazságfüggvényt realizálja. Az séma minden 
egyes kimenetét azonosítjuk az S2 megfelelő bemenetével. 
Az Sj-nek azt a kimenetét, amely az x^+V- — elemi kon- 
junkciót realizálja, az S 2 -nek azzal a bemenetével azonosít­
juk, amely a megfelelő / ( x ^ , ..., 1, • • O  /c-változós 
függvényt valósítja meg (előfordul, hogy több kimenetet is 
ugyanazzal a bemenettel azonosítunk, és bizonyos bemene- 
tek kim aradnak).

Gyakorló feladatok

22. Igazoljuk, hogy az előző konstrukcióval kapott Sj- séma az /  függ­
vényt realizálja!
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Az univerzális (1, 2”“ '")-pólus két kim enete között -  konstrukciójánál 
fo g v a -s o h a  nem folyhat áram , hiszen bárm ely, a két kim enetet összekötő 
út m entén van olyan változó, amelynek a negáltja is szerepel ugyanezen az 
úton.

Az Sj  sém át úgy építjük fel, hogy a 19. gyakorló feladatban megismert 
m ódszerrel mindegyik /c-változós függvényhez elkészítjük a megfelelő sé­
mát, m ajd az így kapo tt sém ák kim eneteit azonosítjuk. E kkor a leírt k onst­
rukció biztosítja, hogy az S séma bem enete és kirnénete között akkor és 
csak akkor folyik áram , ha /  értéke igaz.

23. Az S séma éleinek összeszám olásával adjunk felső becslést L(^)-re!

Megoldás:

M  egoldás :

Becsüljük felülről külön és külön ^ 2  éleinek szám át! A 21. gyakorló 
feladat alapján az univerzális ( 1 , 2 ”"'") pólus éleinek szám a

A 19. gyakorló feladat eredm énye és az ^ 2  konstrukciója szerint S 2 -ben az 
élek szám át felülről így becsülhetjük:

. 2'^-  ̂ - 2 )  <  2^'‘ • 4 • 2*̂ - ‘ =  2 • 2̂ .̂ 2 ^ \

A két becslés alapján L{n)-re a következő felső becslést adhatjuk ;

L{n) +

ahol 1 ^ k - ^ n .

Látható, hogy az L{n) becslésének értéke /c-tól függ. Azt 
kell elérni, hogy k értékét „jól” válasszuk meg, nagy n-ekre 
minél jobb  legyen a becslés. A feladatok során fogjuk igazol­
ni, hogy tetszőleges e > 0  számhoz van olyan N, g-tól függő 
szám, hogy ha. n > N ,  akkor

L{n\ S  (4 +  e) — .
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M ásrészt igazolható, hogy m inden n > 1 egész számra 

2"
-  <  L(n). 
n

Ezeket az eredm ényeket először C. Shannon igazolta.
0. B. Lupanov megm utatta, hogy az L{n) számsorozat

2"
ugyanúgy viselkedik, mint a — sorozat, azaz pontosabban 

n^oo 2"
n

H asonló módszerekkel igazolható, hogy

M 00 Z

In n

Feladatok

15. Tervezzünk az

/ ( x „  X 2 ,  X 3 )  =  X i X 2  n X 2 X 3

függvényhez olyan áram kört, amely megvalósítja a Függ­
vényt !

16. Tervezzünk az

/ ( X „ X 2 ,  . . . ,  X „ )  =  X , X 2 . . . X „ V  n x i n x 2 . . . n x „

függvényhez kétféleképpen is minimális sémát!
17. Igazoljuk, hogy az 56c ábrán látható hidáram körrel 

realizálható függvényhez nincs olyan 71-séma, amely ugyan­
ezt a függvényt realizálja, és öt, vagy annál kevesebb éle v a n !
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18. A 23. gyakorló feladat eredményének felhasználásával 
bizonyítsuk be az L(«)-re ado tt felső becslés helyességét!

19. Igazoljuk, hogy az egyszerű

L (n )^2 n

becslés fennáll!
20. Vezessük be a következő jelölést;

■ ■ '5 X„) = X i0 X2 ©- • -©x„,

Q„{Xi ,  . . X„) =  X i 0 X2 0 - •

K onstruáljunk minimális sémát

a )  P 2 ,Ö 2 ;

b)  P3,Ö 3

m egvalósítására!
21. Induktív m ódszerrel készítsünk olyan sém ákat, am e­

lyek a P„ és Q„ függvényeket realizálják!
22. Az előző feladat eredményének felhasználásával ad ­

junk  felső becslést U.P„) és értékére. Keressünk alsó 
becsléseket is!

23. A feladat megfogalmazása előtt néhány fogalmat veze­
tünk be. Két n-jegyű, kettes számrendszerben felírt szám ösz- 
szege legfeljebb n +  1 jegyű. Ennek megfelelően n-jegyű szum- 
mátornak nevezzük az olyan (1 , m-|-l)-pólust, amelyben az 
éleket az X j , ..., x„, y j , . . vál t ozók vagy negáltjaik je lö ­
lik, és az n-\-i kimeneten sorra az és 
ynyn-i---yi®  kettes számrendszerbeli számok összegének 
egyes jegyei valósulnak meg. A helyiértékek mindig jobbró l 
balra nőnek. A sémát induktív úton, az összeadás szabályai­
nak megfelelően lehet felépíteni. Jelölje s, az eredmény i-edik 
jegyét, Pi pedig az i-edik m aradékot. Az s,(x„ yi, p,) és 
Pi+i{xi, yi, Pi) nyílván igazságfüggvényekként kezelhetők 
{Xh yh Pi, Si értéke csak 0 vagy 1 lehet).

H atározzuk meg az s, és p,+ i függvényeket!
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24. Készítsünk sémát n jegyű szum m átorra!
25. Adjunk becslést a m egkonstruált séma elemei szá­

m ára!

A III. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai

1. a> Az áram kör m űködését leíró formulát az ábra 
alapján könnyű felírni:

n x i  v ( ( X i  V  “ 1 X 2 ) a ( X 2 V  “ l X 3 ) ) v  H X j  V X 3 .

h ) Ebben az esetben is az ábráról tudjuk leolvasni a meg­
felelő form ulát;

( X ,  a ( ( X 2  a ( X i  V  H X 2 ) a  n X i ) v ( x 2  A X 3 ) ) ) v  

v [ n X 2 A ( ( X 2 A  n X 3 ) v ( n X i  A  n X j ) ) ]  V  

V [ X 2  A X 3  a ( ( X i  a  n X 3 ) v  n X i ) ] .

c) Itt is könnyű az ábráról leolvasni a megfelelő form ulát:

( X i  V X 2  V X 3  V X 4 ) a ( x , V X 2  V X 4 ) a ( X i  V  X 3 ) .

2. a)  Fejezzük ki először az adott formulát norm álform u­
lában :

( n X i  V X 2 ) a ( - | X 2  V X 3 ) .

A kapott form ulának megfelelő áram kört m ár könnyű fel­
rajzolni (64. ábra).

I X ,

64. ábra
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b j  A  formulát először az ismert azonosságok felhasználá­
sával átalakítjuk:

n ( ( ~ | X i  V X 2 ) a ( 1 X 2  V X 3 ) )  V  n X i  V X 3  =

=  ( X i  A  “ ] X 2 ) v ( X 2  A  ” 1 X 3 )  V  n x i  V  X 3  =

=  ~ | X i  V  ~ l X 2  V X 3  V ( X 2  A  " I X 3 )  =  i.

A formula azonosan igaz, tehát az „áram kör” egyetlen, meg­
szakító nélküli vezetőből áll.

c j  A  form ulát itt is á t kell alakítanunk úgy, hogy a ~I jel 
csak változó előtt szerepeljen:

X i  v ( n X i  A X 3 )  V ( ~ 1 X 2  A X 4 )  V  " I X 3  V  ” 1 X 4 .

A kapott form ulának megfelelő áram kört m ár könnyű felvá­
zolni (65. ábra).

nx; ^  X3  ^

65. ábra

3. a) A  2. a)  feladat m egoldásában a formulát á ta lak íto t­
tuk. Ez az átalakítás m utatja, hogy a keresett áram körnek 
három  bemenete lesz (három változós formula), és mivel öt 
műveleti jel van a form ulában, öt áram köri egységből épül 
fel az áram kör (6 6 . ábra).

b) A 2 . h )  m egoldásakor láttuk, hogy a form ula azonosan 
igaz, tehát az „áram kör” itt is egy vezetőből állhat.

c ) Ebben az esetben is az a célunk, hogy a lehető legkeve­
sebb egységből álló áram kört konstruáljuk meg. Az egysé-

10 M atem atikai logika 145



6 6 . ábra

gek szám át itt a form ulában szereplő műveleti jelek száma 
m utatja. Ebből a szem pontból a 2. c j  feladat megoldása so­
rán alkalm azott átalakítással kapott form ula nem a „leg­
jo b b ”. A form ula eredeti alakja m ost előnyösebb, különösen 
akkor, ha 4 bemenetű VAGY-kapu alkalm azását is meg­
engedjük. A megfelelő áram kört ezek alapján 7 egységből 
építhetjük fel (67. ábra).

67. ábra

4. a j  A nnak feltételét, hogy az /  kimeneten megjelenjen 
feszültség, egy négyváltozós függvény adja meg. A függvényt 
az ábra elemzése alapján könnyű felírni:
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/ ( X i ,  X 2 ,  X j ,  X 4 )  =  ( n x i  A X 3 ) v ( n X 2  A x j v  

v n íX a A x J .

b ) Ebben az esetben egy ötváltozós függvénnyel jellemez­
hetjük az áram kört:

g í ( X i , X 2 ,  X 3 ,  X 4 ,  X 5 )  =  X ,  a ( ( X i  A X 2 A X j ) v

V  ( X 4  A  X 5 ) )  A  (( ~ | X 2  A  X 3 )  V  n ( X 4  A  X5) ) .

5. A szavakban m egadott feltételt írjuk fel először logikai 
formula a lak jáb an :

( X i  A X 2 A  1 X 3 )  v ( X )  A  “ | X 2 A X 3 ) v ( n X ,  A  X j  A  X3) .

A kapott form ulának megfelelő áram kört m ár könnyű meg­
szerkeszteni (6 8 . és 69. ábra).

6 8 . ábra

69. ábra
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6. Jelöljük 0-val a  kapcsoló alaphelyzetét, és 1-gyel az el­
lenkező helyzetet. Ezzel összhangban 0 jelölje azt, hogy a 
lám pa világít, és 1 , hogy nem. H a Xj, Xj, Xj jelöli rendre a 
kapcsolókat, akkor azt az f { x ^ , x 2 , x ^ )  fíiggvényt, amely a 
kívánt feltételeket fogalmazza meg, értéktáblázattal adha t­
juk meg legkönnyebben:

^̂ 2 ^̂ 3 / ( X i ,  X2, X3)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

A táblázatról leolvasható, hogy az /  függvény valóban 
eleget tesz a kívánt feltételnek. A megfelelő logikai form ulát 
^  0 -t /i-nak, 1 -et i-nek választva -  az értéktáblázatból így ír­
hatjuk fel:

( X ,  A X 2  A X 3 ) v ( n X i  A  H X j  A  X 3 )  V

v (  I X j  A X 2 A  t X ^ ^ V ^ X j A  1X2 A  I X ^ j .

A formula alapján az áram kört például a következőképpen 
tervezhetjük meg: (70. ábra)

"2 ^ " 3 ^ . ....

3̂ / __ ,

. 2 ^ 1 ^ 70. ábra
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7. A 12. gyakorló feladatban megismert módszerrel oldjuk 
meg a feladatot. Az /  három változós függvény t. d. n. f.-ját 
ismerjük, ennek alapján a következő egyenletrendszert ír­
hatjuk fel:

A 'lv A ' i

A ^^v A i

A ^ ,v A \

A \ v Â 2
A \ v A ' i

A \ v A \

A \ v A \

v A l v A ^ j

vA * ivA ^ il

w A l v A ' i l

V /ÍI 2

w A \ v A \ l

v A ^ , \ v  

v A T ,  

vA 'l l '

jOO ,, ^ 0 0 0  _  :A 23  V A^23 -  

A V 3 ^A r2 l  = h,

■ ^ A \ \ v A V 2 l = h, 
aOO w J l o o  _  •'^23 V /1i23 — l,

AV3VA\V3 = Í, 
V A \'iw  A\^>v A \ \ i  = i, 

\/ A \ \ v  A l l v  A \ i l  = i.

V / l |10

^ y A \ \ v

A második, harm adik és negyedik egyenletből a diszjunkció 
tulajdonságát felhasználva (hamis diszjunkció minden tagja 
hamis) a következőt kapjuk:

^ 0  /lü Al  _  JOO _  ^ 0 1  _  aOI _  j O O l  _  J l  _  A i  = A 2 = A^ = A^2 — -413 — /Í23 — '^123 — ^ 2  —
a O  _  j O l  _  4OO _  j l O  _  j t  =  ^ 3  =  / I 1 2  — /1 , 3  — A 23  — /ii23

A kapott értékeket az egyenletrendszerbe helyettesítjük és 
felhasználjuk, hogy a hamis díszjunkciós tag elhagyható:

^ 0 0  , , JÜOO _  ;
4̂23 V /1i 23 —

A \ v  A \ ‘i w  A l ' i ^  AT3V A \ f l  =  í,

A \ v A \ '^ 2 ^ A \ \ v A\V3 = U

A \ v A \ l ^ ^ A \ ^ , v A \ i ^ ,  = i,

A \ A I j A\ \ V A \ \ \  = i.
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A kapott egyenletrendszert m ost úgy célszerű megoldani, 
hogy a lehető legkevesebb számú és legkisebb rangú elemi 
konjunkció együtthatója legyen i. Az első két egyenletből:

AT3 = A\ = í,

a többi diszjunkció is igaz, tehát a további együtthatókat 
^-nak választhatjuk. Ezzel az /  függvény következő, m ini­
mális d. n. f.-jához ju to ttunk :

/ ( X i , . X 2 , X 3 )  =  X ,  V

8. Az adott /  függvény négyváltozós, és a t. d. n. f.-ját is­
merjük. Ennek alapján könnyű felirni az egyes csoportokat:

hhhh,

hhhi, hhih, hihh, ihhh, 

hhü, hjih, ihhi, 

hűi, ihii, 

iiii.

A  szomszédos csoportokbeli elemek összehasonlítása és a 
megfelelő kiemelések elvégzése után a következő, harm ad­
rangú csoportokat k ap juk :

hhh-, hh-h, h-hh. -hhh, 

hh^i, -hhi, hhi-, h-ih, hj^h, ihh-, 

h-ii, -Ilii, hii-, ih^i, 

-iii, i-ji.
A kapott csoportokban ismét csak a szom szédosokat ösz- 

szehasonlítva, m ásodrangú konjunkciókhoz ju tunk :

hh- -, -hh-, h- -h, 

-h-i, h-i-, 

- -ii.
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Ez után m ár a Quine-módszer alkalm azásakor megismert 
táblázato t egyszerű összeállítani. A táblázatnak 6 sora és 11 
oszlopa lesz (3. táblázat).

3. táb lázat

hhhh hhhi hhih hihh ihhh hhü hiih ihhi hűi ihii iiii

hh + + + +

-h h - + + -h

h h + + + +

h-i + + + +

h - i - + + + +

— ii + +  +  +

A táblázat 4., 5. és 11. oszlopában csak egy jel van, ez azt 
jelenti, hogy a megfelelő sorokban álló diszjunkcíós tagok­
nak feltétlenül szerepelniük kell a m. d. n. f.-ban. Azt is végig 
kell nézni, hogy ezek a tagok melyik oszlopot „fedik le”. Ek­
kor azt tapasztaljuk, hogy ezek az elemi konjunkciók együtt 
az összes oszlopot lefedik. A m. d. n. f. tehát a következő 
alakú:

/ ( x i ,  X2 , X3 , X4 ) =  n x i  n x 4  V -1 x 2 n x j  v X3 X4 .

9 . A feltétel szerint az /  függvényt a  (5 formula állítja elő;

/ ( x i , . . . ,  x„) =  ő.

Azt kell igazolnunk, hogy tetszőleges i, h értékekből képezett 
n-esre

/ ( x i ,  ...,x „ ) =  á v a ^ .
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Válasszuk először az i, h értékek ( a i , a „ )  rendszerét úgy, 
hogy / ( a i , a „ )  =  i teljesüljön. Ekkor

i  =  í  V  ajS

nyilván teljesül, tehát ebben az esetben az állítás igaz. Vá­
lasszunk most úgy egy { f i i , P „ )  n-esi, hogy

f ( P u - , P n )  = h

álljon fenn. Ekkor azt kell igazolni, hogy (x.p=h is teljesül. 
A feltételből tudjuk, hogy a á t. d. n. f. így írható fel:

(5 =  yvoíXj

Mivel ő = h, így az a;8 , =  /i és ^ n j 8 , =  /i egyenlőségek is igazak. 
Ez csak akkor állhat fenn egyszerre, ha cc — h és fi = h közül 
valamelyik igaz, tehát

ccfi = h.

10. A függvény adott d. n. f.-ját az előző feladatnak megfe­
lelően alakítsuk át! Először keressük ki a megfelelő ax„ 
P~\Xi párokat. Ezek a következők:

~]Xi~]X2,  X jX jH Xj; n x i ~ |x 2 , H X iX jH X j;

“ IX2 X3 , XiX2 HX3 ; nX jX j, ~|XiX2 “ lX3 ;

X i X 2 ~ | X 3 ,  n X j X j H X j .

Az előző tétel alkalm azásával kapott d. n. f.-t a megfelelő 
egyszerűsítések alkalm azása után így írhatjuk fel:

f { x i ,  X2, X3) = nxi nx2 V nxi “1x3 v 1x2x3 v
V X 2 ~ l X 3 .

Az m. d. n. f.-t ebből a Quine-módszerrel k ap h a tju k :

/ ( X i ,  X 2 ,  X 3 )  =  ~ | X i ~ | X 2  V  1 X 2 X 3  V X 2  1 X 3 .
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11. Az azonosságok igazolásához a definíciókat használ­
juk  fel:

a)  s„ (x ,...,x )  =  n ( x A .. .A x )  =  1 x  és

w „(x,..., x ) =  n ( x v . . . v x ) =  n x .

h )  s „ ( x , X, n x )  =  n ( x  A  ~ | x )  =  ~ ] h  =  i,

w „ { x , . . . ,  X ,  n x )  =  n ( x  V  n x )  =  n i  =  h.

Érdemes észrevenni, hogy ha az s„ vagy w„ függvény n (>  1 ) 
változója közül néhány, de legalább egy helyett x-et, a többi, 
de szintén legalább egy helyett n x -e t írunk, akkor ugyan­
csak i, ill. h értéket kapunk.

c)  A z  s„-re vonatkozó azonosság a  definíció alapján iga­
zolható. Csak azt kell felhasználni, hogy az igaz konjunkciós 
tag elhagyható:

,V„(Xi, . .., X„ i, . . ., i) = n ( x ,  A ...  A X, A I A ...  A í) =

=  n ( X i  A . . .  A X , )  =  .S’, ( X „  . . . ,  X ,) .

Hasonló m ódon igazolható a w„-re vonatkozó azonosság is: 

w „(x i,..., x„ h , . . . ,h )  =

=  n ( X i  V . . .  V X ,  v/l V . . .  v/i) =
=  n (x ,  V . . .  V X , )  =  W , ( X i , . . . , X , ) .

12. Induljunk ki a ~]f függvény t. d. n. f. alakban történő 
előállításából:

n / ( x i , . . . ,  x„) =

Itt az Fi, (1^ /^A :) diszjunkciós tagok elemi konjunkciók.

153



/ ( x i ,  . . ,x „ )  =  n ( f i .  v F ,- ,v . . .  v F ;J  =

(a ŵ . függvény definícióját használtuk itt fel). Még az f e l e ­
mi konjunkciókat kell a |  függvénnyel kifejezni. Egy elemi 
konjunkció a következő alakú:

F ,  =

ahol ha a, =  0, akkor Hx,-, a ,=  1 esetén pedig x, áll. Ismét a 
De M organ-szabály felhasználásával F,,-et a következő 
alakban írhatjuk fel:

F i , =  n ( n x r v n x f v . . . v n x r )  =

=  n .x = ; 'n x ^ / |- - - in .x r .

A l l .  feladat eredményeit felhasználva, most m ár /-e t a 
függvény (az n-változós |  függvény) segítségével könnyen 
kifejezhetjük.

Érdemes észrevenni, hogy hasonló módszerrel -  a t. k. n. f  
felhasználásával -  tetszőleges n-változós függvényt egyedül 
az s„ segítségével is ki lehet fejezni!

13. Alkalmazzuk a 12. feladatban leírt módszert. Adjuk 
meg először n /-e t értéktáblázattal:

A De M organ-azonosság alapján
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Az értéktáblázatból kiolvashatjuk ~ \f  t. d. n. f.-ját:

n / ( X i ,  X2,  X a ) =  X , X 2 X 3 V X i n X 2 X 3 V  H X j X j H X j .

Az /  függvény tehát elemi konjunkciókból a három változós 
I művelettel így,írható fel:

/ ( X i , X 2 ,  X 3 )  =  X i X 2 X 3 | X i n X 2 X 3 Í n X i X 2 n X 3 .

Az elemi konjunkciókat a n^-m al kifejezve a következő 
alakhoz ju tunk:

/ ( X „ . X 2 , . V 3 )  =  ( n x , | n . v 2 Í n x 3 ) i ( n x a . ’C 2 n . x 3 ) i

Még a ~1 műveleteket kell a 11. a j  feladat alkalm azásával 
kifejezni:

/ ( X „ X 2, . X 3 ) =  ( ( X 1 Í X , | X , ) Í ( X 2 Í X 2 Í X 2)1

1 (^ 3  1 ^ 3  i ^ 3 ) ) i ( ( ^ l  i ^ l  l-’f 1 K -’f 3 1 ^ 3  1 ^ 3 ) ) !

|(X 1 |(X2 1 X2 1 X2 )1 X3 ).

14. A 1 művelettel felépülő form ula m inim alizálásakor 
m egállapodunk abban, hogy egyrészt az a célunk, hogy mi­
nél kevesebb művelet, másrészt minél kevesebb változós m ű­
veletek forduljanak elő. A “ 1 egyváltozós 1 műveletnek te­
kinthető, tehát ennek alkalm azását is megengedjük.

A három változós függvényt m ost az összes, legfeljebb há­
rom tagú 1 művelettel felépülő kifejezést felhasználva a 1 m ű­
velettel, határozatlan együtthatókkal állítjuk elő. Ebből az 
előállításból, /  definíciója alapján 8  egyenlethez jutunk. Az 
egyenletek m egoldásakor arra törekszünk, hogy minél keve­
sebb tagot tartalm azó kifejezések együtthatóit válasszuk i- 
nek. Az eljárás közben azt kell szem előtt tartani, hogy egy 1 
művelettel felépülő kifejezés értéke akkor és csak akkor i, ha 
minden tagja h.
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Az előző feladatban ado tt függvényre írjuk fel a 8  egyenle- 

A \iA i iA U A r2 ÍA r3 ÍA r3 ÍA r2 ^ .  = h,

A \ i A t l A l i A ‘l \ l A r ú A i n A r 2 Í = = h ,  

A U A \ i A \ i A \ U A \ t i A r A A \ T ,  = í,
A U A i i A ' i l A l ' i l A l i i A ' i l l A i r ,  = h, 

A<íiA‘i i A l i A \ \ i A \ l i A \ U A { \ l  = i, 

A U A Í l A ' i l A \ i i A \ l i A \ l i A \ i i  = L

Az i értékű egyenlőségek minden tagja csak h lehet. Ebből a 
következőket kapjuk:

J l  _  _  J O  _  a O O  _  a O I  _  a O I  _  j O O l  _— ^2  — ^3  — ^ 1 2  — ^13 ~  ^23 ~  ^123 “
_  J O  _  j O l  _  j l l  _  a O I I  _  a O  _  a I  —  j l O  _— ^ 2  — ^ 1 2  — ^23 — ^123 — — ^ 3  — ^ 1 2  ~
_  ^ 1 0  _  a O O  _  A Í O O  _  A \ l  _  A l O  _
— ^13 — ^23 — ^123 — ^ 1 2  — ^23 ~
_  j l l O  _  A l l  _  A l i i  _  ^

— ^123 — ^13 — ^123 —
A m egm aradó három  egyenletet így egyszerűsíthetjük (a ha­
mis tag elhagyható):

A T s íA r i í  = K

Ar3ÍAV2^3 = K 

=  h.

Ezeket az egyenleteket kielégítő, legjobb megoldás:
J l 0 1 _ -  J 0 0 _ -  a O O O _  a O I O _ l

^ 1 2 3 ~ ^  ^ 1 3 “ ^ ^123 — ^123“ '*•
Az /  függvény keresett előállítása tehát a következő:

/(X ,,X 2 , X3 ) =  ( x , | n x 2 l x 3 ) | ( n x , i n x 3 ).
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15. Alakítsuk át a form ulát úgy, hogy csak a  , v  és “ 1 sze­
repeljen, n  jel is csak változójel előtt:

X,X2 <-^nX2 X3 =  (XiX2-^nX2X3)(nX2X3->X,X2) =

=  ( n x i  V  n x j  V n X 2 X 3 ) ( x 2  V n X 3  V X 1 X 2 )  =

=  “ IX 1 X 2  V n X i  “ IX 3  V ~ |X 2 n X 3  =

=  “ l X i ( x 2  V 1 X 3 ) V n X 2 “ lX 3 .

A megfelelő áram kör vázlatát a 71. ábrán rajzoltuk meg.

71. ábra

16. Az adott függvénynek megfelelő áram kör sémáját az 
előállítás alapján rajzolhatjuk fel (72. ábra). Igazolni kell 
még, hogy a m egadott séma minimális. Ehhez elég megm u­
tatni, hogy m inden olyan sémában, amely az /  függvényt 
realizálja, Xj és “ ix,-jelű élnek is kell szerepelnie ( 1

72. ábra

Tegyük fel, hogy egy f-et  realizáló sém ában csak x, fordul 
elő. Ekkor nyilván
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y(x li /j) -̂ 1+ 1 ) ' ' -̂ n) —

^  / ( X i , . . . ,  Xi_i, í, Xi+i, ..., X„)

teljesül m inden ( x j , ..., x ,_ i, x,+ i , ..., x„) (n—l)-esre. A mi 
esetünkben viszont a csupa h-hó\ álló (n - l) -e s re  éppen a 
fordított egyenlőség igaz:

f{h, h, . . . , h , . . . , h )  = i > f{h , i, h, = h.

Ebből adódik, hogy egy /-e t realizáló sém ában “ |x, jelű él­
nek is kell lennie. H asonlóan látható, hogy x, jelű él is van 
minden, /-e t realizáló sémában. Mivel a 72. ábrán m egraj­
zolt sém ában m inden X; és H x, pontosan egyszer szerepel, a 
séma minimális.

Az /-e t definiáló form ulát átalakíthatjuk a következő m ó­
don:

/(X i, ..., X„) =  (Xi V n X 2 )(X2  V n x j ) . . .

...(x „_ i V n x „)(x „v  n x i) .

Ebből az alakból a 73. ábrán látható  sémát kapjuk. A sém á­
ról az előző módszer szerint igazolható, hogy szintén m ini­
mális. Ez a példa azt m utatja, hogy egy ado tt függvényhez 
tartozó minimális séma nem egyértelmű.

-IX, 73. ábra

17. A 14. gyakorló feladatban láttuk, hogy az áram kör a

h{Xi, X2 ,X 3 , X4 , Xj) =  X1X4 VX1X3 X5 VX2 X5 VX2 X3 X4

függvényt valósítja meg. A függvény mind az öt változójától 
lényegesen függ, így nyilván csak legalább öt érintkezőt ta r­
talm azó Ti-sémával lehet megvalósítani. Azt akarjuk igazol­
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ni, hogy nincs olyan öt érintkezőt tartalm azó n-séma, amely 
a függvényt megvalósítja.

Indirekt úton bizonyítjuk az állítást. Tegyük fel, hogy van 
olyan, öt érintkezőt tartalm azó 7r-séma, amely a h függvényt 
megvalósítja. M egm utatjuk, hogy ez a feltevés ellentm on­
dásra vezet.

Az előző feladat m egoldásában alkalm azott gondolatm e­
nettel látható, hogy a feltételezett séma m inden változót a 
negációjel nélkül tartalm azza. A Ti-sémának megfelelő for­
m ulát tehát a változókból csak konjunkció és diszjunkció 
művelettel írhatjuk fel. Tegyük fel, hogy az utolsó lépésben a 
diszjunkció műveletét alkalm aztuk, tehát h a következő 
alakban állítható elő:

h{xi, X2 , X3 , X4 , X5 ) =  /?, v /ij.

Itt a hl és / 12 form ulákban nincs közös változó. Tegyük fel, 
hogy /jj-ben szerepel X3 . Legyen X2 és X4  értéke /i; ekkor az 
ismert előállításból

h(xi, h, X3 , h, X5 ) =  X,X3 X5 ,

tehát

XjXjXs =  hl v h j .

Ez csak úgy lehetséges, hogy / 12 =  h, mert ellenkező esetben 
h2 -nek is függnie kellene X3 -tól. Azt kaptuk tehát, hogy /ij 
fúgg az Xi, X3 , X5 változóktól. H asonló okoskodással az 
X i = x ^  = h helyettesítéssel azt kapnánk, hogy hi az Xj és X4  

változóktól is függ, tehát ^j-ben mind az öt változó szerepel, 
ami lehetetlen.

Hasonló ellentm ondásra ju tnánk, ha h-ról azt tennénk fel, 
hogy

h = hih2 

alakban állítható elő.
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18. A 23. gyakorló feladatban azt az eredményt kaptuk, 
hogy tetszőleges 1 -re és l ^ k ^ n  mellett

L{n) ^  2 -2 "-*  +  2 -2 '‘ -2 ^ \

Azt akarjuk m egm utatni, hogy tetszőleges £>  0 számhoz van 
olyan N, hogy ha n >  N, akkor

L{n) ^  (4 +  e ) ^ .

Ehhez az eredményhez eljuthatunk, ha m egm utatjuk, hogy a 
k értékének alkalm as megválasztásával az állítás igaz.

Válasszuk k értékét úgy, hogy kielégítse a következő 
egyenlőtlenséget:

log i n —a — 1 <  /c ^  log2  n — a,

ahol a > 0 , rögzített szám. Ebből 2‘-ra a következő becslést 
k ap ju k :

-------- <  2 <  —
2 « + 1 ~  2^'

Az L{n) felső becsléseként kapott kifejezésben szereplő első 
tagot ennek alapján így becsülhetjük:

2 " , 2 "
2.2"-*‘ =  2 - - ,  < 4 -2 “'

2 *‘ n

A becslés m ásodik tagját a következő m ódon tudjuk felül­
ről becsülni még (2 “ * =  j? jelöléssel):

2 -2 '‘-2 ^’‘ <  2 jSn(2 0 ".

Ezek alapján

Un)
T
n

(21-/»)«•
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Mivel 1 >  0, lim =  0 ,,tehát n > N -re
n^cc yZ )

L(n)
2 " +  
n

19. A 40. feladatban láttuk, hogy van olyan n-változós 
függvény, amelyhez tartozó minimális séma 2n élt tartalm az. 
Ebből következik, hogy

L{n) ^  2n.

20. a) A  P 2 és Q2 definícióját felhasználva írjuk fel m ind­
két függvényt alkalm as alakban, úgy, hogy közvetlenül leol­
vasható legyen a megfelelő séma konstrukciója:

P i i ^ u  ^ 2 ) = ^ 1  ~I^ 2  ^

0 2 (^ 1 . ^ 2 ) =  ^ 1 ^ 2  V ~1X2 .

A megfelelő sémák a 74. és a 75. ábrán láthatók. A Q2 sém á­
járól m ár a 16. feladatban láttuk, hogy minimális. P 2 -éről 
hasonló módszerrel igazolható ugyanez a tulajdonság.

b) A  séma konstrukciójához a és Q3 definíciója alapján 
szintén írjuk fel célszerű alakban a form ulákat:

P a í ^ i ,  X 2 ,  X 3 )  =  X 1 X 2 X 3  V  1 x 2 1 x 3  V  1 x 1 X 2  “ 1 x 3  V

V  ~ | X i 1 X 2 X 3 ,
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0 3 ( ^ 1 . ^ 2 . ->^3 )  =  X i X 2 H X 3  V X i H X 2 X 3  V  n X j X 2 X 3  V

V  ~ l X i  ~ l X 2 n X 3 .

A formulák alapján közvetlenül egy-egy 12-12 élből fel­
épülő sémát konstruálhatnánk a függvények megvalósításá­
ra. Ezek 7c-sémák volnának. Előnyösebb azonban az élek 
számát vizsgálva a következő, nem Tc-sémák konstrukciója 
(76. ábra és 77. ábra).

76. ábra

77. ábra

M indkettő 8  élből áll. Á tgondolható, hogy ezek minimális 
sémák is.

21. Először azt érdemes észrevenni, hogy P„ értéke akkor 
és csak akkor /, ha páratlan számú x, értéke /, értéke pe­
dig akkor és csak akkor /, ha páros számú értéke /.

Az előző feladatban P 3 és Q 3 szám ára m egkonstruált sé­
mákból kiindulva szerkeszthetünk P 4  és szám ára megfe­
lelő sémát. A sém ákat a 78. és a 79. ábrákon rajzoltuk meg.

Amennyiben P„_i, ill. Qn-\  megvalósítására alkalm as sé­
ma m ár rendelkezésünkre áll, ezekből P„-nek megfelelő sé­
ma (80. ábra), ill. megfelelő séma (81. ábra) m ár köny- 
nyen szerkeszthető.
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78. ábra

79. ábra

“IXo

^3W

V  ̂ V A
80.

^Xn- l

/

\jT2 V  ̂ \ /  \ r^ -\
nx2 81.
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22. A 21. feladatban konstruált sémák éleit összeszámolva, 
a következő felső becsléseket kapjuk:

L ( F „ ) ^ 4 ( n - l ) ,

L ( Q „ ) ^ 4 ( n - l ) .

Alsó becsléseket arra  a gondolatra alapozva kaphatunk, 
hogy P„ és közül egyik sem m onoton egyik változójában 
sem, tehát m indkettő sém ájában minden változónak és a ne- 
gáltjának megfelelő él is kell, hogy szerepeljen. Ebből követ­
kezik, hogy

2 n^L (P „),

2 n ^L (ö „ ).

23. A kettes számrendszerbeli összeadás szabályai alapján 
írhatjuk fel a definíciókat:

Pi) = Xi®yt®Pi, (i ^  n)

+ 1 ~  + 1 ’

Pl =

P, + 1 y r  P í)  =  V  XiPi  V  ( i  ^  n) .

24. Az ^ jegyű szum m átor sémáját induktív módszerrel 
tudjuk könnyen megszerkeszteni. Az előző feladatban ka­
pott összefüggéseket használjuk fel ehhez.

Minden í értékre megadunk egy Z-(l, / +  2) pólust,
amelynek bemenete, ill. kimenetei sorra az 5 ,_i ,  ŝ ,
Pi+i, ~lPi-hí függvényeknek felelnek meg (82. ábra).

A Z i(l, 3) pólust a következő egyenlőségek alapján tervez­
hetjük meg (83. ábra):

Pi = ^iyi^  =  “I x i  V

‘̂ 1 =
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82. ábra

83. ábra

84. áb ra

Tegyük fel, hogy rendelkezésünkre áll m ár a ^(1, /+  1)- 
pólus, amelynek kimenetei az 5 ,̂ S2 , . . 1 , ~]Pi függvé­
nyeket valósítják meg. Ehhez a 84. ábrán látható  m ódon le-
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hét „hozzáépíteni” szükséges éleket, hogy a Z, pólushoz jus­
sunk. (Ennek kimenetei az Sj_ i, pi+1 , 1 függ­
vényeket használják.)

25. A 24. feladatban konstruált séma éleinek számát kell 
összeszámolni. Z j-ben 6  él van, minden lépés 14-gyel növeli 
az élek számát. Az utolsó lépésben azonban ~lPn+i je lű  ki­
menetre nincs szükség, így ekkor csak 1 0  új él lép be. így ösz- 
szesen l4(/i —2) +  6 +  10 =  \4 n — 12 éle van az így konstruált 
n jegyű szum m átornak.
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IV. KÖVETKEZTETÉSI SZABÁLYOK, 
AXIOMATIZÁLÁS

1. A következményfogalom

A logikának, így a m atem atikai logikának is egyik lé­
nyeges célja a helyes következtetések feltárása. Az I. fejezet­
ben m ár találkoztunk olyan eszközökkel, amelyekkel bizo­
nyos típusú következtetésekről könnyen el tudtuk dönteni, 
hogy helyesek. Most a logikai műveletek, igazságfüggvények 
eszközeinek felhasználásával további helyes következtetési 
típusokat kutatunk fel.

Elemezzük példaként az alábbi két következtetést:
Első következtetés:

Ha egy szám 2-vel és 3-mal osztható, akkor osztható 6 -tal. 
Ez a szám 2-vel osztható, de nem osztható 6 -tal.
Tehát ez a szám nem osztható 3-mal.

Második következtetés:
Ha egy négyszög átlói egyenlők és felezik egymást, akkor 
a négyszög paralelogram m a.
Ennek a négyszögnek az átlói egyenlőek, de nem para­
lelogramma.
7'ehát ennek a négyszögnek az átlói nem felezik egymást. 
M indkét következtetést helyesnek tartjuk, bár a két kö­

vetkeztetésben szereplő kijelentések, állítások tartalm a egé­
szen más. Ennek ellenére úgy érezzük, hogy azonos szerkeze­
tű következtetésekről van szó. Keressük meg a következteté­
sek közös szerkezetét!

Ha a következtetésekben a közös szerkezetre utaló kö tő ­
szavakat, logikai kapcsolószavakat m egtartjuk, és a kü lön­
böző tartalm ú kijelentéseket egy-egy betűvel jelöljük, akkor 
a következő szerkezethez ju tunk:

167



Ha A és B, akkor C.
A és nem C 
Tehát nem B.
A közös szerkezetet most m ár könnyen megfogalmazhat­

juk a logika eszközeivel. írjuk fel a két premisszát (a feltétele­
ket), és a konklúziót (a következményt) formulák alakjában! 

(z Ia B )-^ C , A a ~]C

~]B

amit az I. fejezetnek megfelelően a továbbiakban így íru n k :

{ A a B ) - ^ C ,  a  a  I C ^ B .

A kapott sémát következtetési szabálynak is nevezhetjük.
A következtetési szabályt helyesnek tekintjük, mert 

amennyiben a premisszák igazak, a konklúzió is igaz. Ezt 
könnyen igazolhatjuk is. Ha |^  a  ~]C| =  /, akkor \A \ = i, 
|C | =  /i. Ha a másik premissza is igaz, azaz

\ {Aa B ) - ^ C \  = /,

akkor csak \B\ = h teljesülhet, tehát a konklúzió, | ~1^ | =  /.
Egy következtetési szabály helyességét általában a követ­

kezőképpen fogalmazhatjuk meg. Jelöljenek cp^ , (p 2, cp„ és 
(p tetszőleges olyan formulákat, amelyek az A^, A 2 , • A,^
változókból a ~ 1, A 
nek fel. A

V  , és logikai műveletekkel épül-

(Pl, CP2.

következtetési szabályról (sémáról) akkor mondjuk, hogy he­
lyes, haaz A^, ..., A,  ̂ változók minden olyan értékére, amelyre 

premisszák értéke i, a (p konklúzió értéke is i.
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1. írjuk fel az alábbi következtetés szerkezetét, és igazoljuk, hogy a k a ­
pott következtetési szabály helyes!

Ha egy egyenesnek nincs közös pontja  egy síkkal, akkor az egyenes pá r­
huzam os a síkkal.

Ha egy egyenesnek két különböző közös pontja  van egy síkkal, akkor 
az egyenes illeszkedik a síkra.

Ez az egyenes nem párhuzam os a síkkal, és nem is illeszkedik rá.

Tehát ;
ennek az egyenesnek van közös pontja  a síkkal, de nincs két különböző 

közös pontja  vele.

Gyakorló feladatok

Megoldás:

Vezessük be a következő jelöléseket:
A az egyenesnek nincs közös pontja  a síkkal;

az egyenes párhuzam os a síkkal;
C az egyenesnek két különböző közös pontja  van a síkkal;
D az egyenes illeszkedik a síkra.

A bevezetett jelölések felhasználásával a következő m ódon írhatjuk le a 
következtetés szerkezetét:

A-^B. C-^D, A nD N n/i A ne.
Igazoljuk, hogy a k apo tt következtetési szabály helyes. Válasszuk meg 

az A, fí, C, D változók értékét úgy, hogy a premisszák igazak legyenek. 
Ekkor

I H B a  -]D\ = i m iatt \B\  =  /? és |D | =  /?.

Az első két premissza is /, ezért \A\ = \C\ = h lehet csak. E kkor azonban a 
konklúzió, I “1 / 1  A n C | =  /.A  változók m inden olyan értékére, amelyre a 
premisszák logikai értéke igaz, a konklúzió logikai értéke is igaz, tehát a 
következtetési szabály helyes.

2. „H a Jones nem talá lkozott akkor éjjel Smithszel, akkor vagy Smith 
volt a gyilkos, vagy Jones hazudik. H a nem Smith volt a gyilkos, akkor 
Jones nem talá lkozott akkor éjjel Smithszel és a gyilkosság éjfél után tö r­
tént. Ha a gyilkosság éjfél után történt, akkor vagy Smith volt a gyilkos, 
vagy Jones hazudik. Következésképpen Sm ith volt a gyilkos.”

írjuk  fel a következtetés szerkezetét kifejező form ulákat, és dön tsük  el 
ennek felhasználásával, hogy helyes-e ez a következtetés!
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Vezessük be a következő jelöléseket:
P Jones talá lkozo tt akkor éjjel Sm ithszel;
Q Smith volt a gyilkos;
R Jones hazudik;
S a gyilkosság éjfél után történt.

A jelölések felhasználásával a következőképpen írhatjuk fel a szerkezetei;

~ l P - ^ ( Q v R ) .  ~1 Q aS).  S ^ ( Q v R ) \ = Q .

A kapott következtetési szabály akkor volna helyes, ha a P, Q. R. S vál­
tozók minden olyan értékére, amelyre a három  premissza igaz. a Q konklú­
zió is igaz. M egm utatjuk, hogy ez a következtetési szabály nem helyes, lih- 
hezelég m egm utatni, hogy lehet úgy értéket adni a F. Q. R. S változóknak, 
hogy a premisszák igazak, a konklúzió hamis legyen.

Válasszuk ‘d \Q\  =  /?, |P |  =  lu\S\  = /. |/^ | =  / értékeket. Ekkor a m űve­
letek definícióit felhasználva könnyen kiszám íthatjuk a premisszák értékét. 
Azt találjuk, hogy mindegyik premissza igaz, de a konklúzió hamis. így a 
következtetés helytelen, a következtetés feltételeiből nem következik a 
konklúzió.

Érdemes összegyűjteni a gyakran használt következtetési 
szabályokat.

a) A, A ^  B B (modus ponens, leválasztási sza­
bály);

b) ~1A -> ~\B, B A (indirekt bizonyítás);
c) A B \= ~iB ~]A (köntrapozíció);
d) A B, B ^  C ^  A C (hipotetikus szillo­

gizmus);
B, ~iA —>■ ~\B t= A (reductió ad ab-

surdum).

E következtetési szabályok helyességét is bizonyítjuk.

a)  A  premisszák az im plikáció definíciója alapján akkor igazak, ha 
\A \ = \B\ = i. E kkor pedig nyilván a konklúzió is igaz.

h)  Ebben az esetben is csak az im plikáció és a negáció definícióját kell 
alkalm aznunk. \B\ = i é s \ A  \ = i esetben igaz csak m indkét premissza, de 
ekkor a konklúzió is igaz, tehát a következtetési szabály helyes.

M egoldás :
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c)  k  következtetési szabály helyességének bizonyításához igazoljuk a 
következőt: am ennyiben a konklúzió hamis, akkor a prem issza is hamis. 
Ebből nyilván következik, hogy ha a prem issza igaz, akkor a konklúzió is 
csak igaz lehet. A konklúzió csak akkor hamis, ha |B | =  /i és [ /l | =  /, eb­
ben az esetben viszont a premissza is hamis.

Érdem es megjegyezni, hogy ez a következtetési szabály m egfordítha­
tó: a

A B

következtetési szabály is helyes.

(i) Ennek a szabálynak az igazolásához is azt az utat érdem es választa­
ni. amit a c ) esetben követtijnk. A konklúzió csak akkor hamis, h'd\A \ = i 
és |C | =  /?. Azt kell m egm utatnunk, hogy ebben az esetben legalább az 
egyik premissza hamis. Ha ] fíj =  /. akkor a ö —>• C premissza értéke /?, ha 
pedig \B\ = /?. akkor a /  A B premissza értéke hamis. Ezzel igazoltuk, 
hogy a következtetési szabály helyes.

) Ismét tegyük fel, hogy a konklúzió értéke hamis, azaz \A\  = hé s  m u­
tassuk meg, hogy ebben az esetben legalább az egyik premissza is hamis. 
Ha |f i | =  /, akkor a ~1 A ^  ~lB premissza értéke /i, ha pedig |B | =  /?, a k ­
kor a ~1 A B premissza hamis. A következtetési szabály tehát helyes.

L átható, hogy egy következtetési szabály helyességének ellenőrzése né­
ha pillanatnyi ötletekkel könnyen megy, de csupán a definíció felhasználá­
sával gyakran elég hosszadalm as, sok eset vizsgálatát jelenti.

M ár a logikai műveletek tulajdonságainak vizsgálatakor 
láttuk, hogy az azonosan igaz form ulák osztályának fontos 
szerepe van az azonosságok vizsgálatakor. M ost m egm utat­
juk, hogy egy következtetési szabály helyességének vizsgála­
ta is visszavezethető arra  a kérdésre, hogy egy form ula azo­
nosan igaz-e vagy nem.

A

(Pl, <P„^ (P
következtetési szabály akkor és csak akkor helyes, ha a

( ( p^A( p2A. . . A( p„) ^ ( p

formula azonosan igaz (tautológia).
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Tegyük fel, hogy a következtetés helyes és m utassuk meg, hogy a felírt 
form ula a benne szereplő változók m inden értékére igaz, röviden tau to ló ­
gia.

A form ula im plikáció, tehát csak ak k o r lehetne hamis az értéke, ha az 
előtag igaz, az u tó tag  pedig hamis. Az im plikáció előtagja, a. q)  ̂ a . ..  a cp̂  
konjunkció csak akkor igaz, ha m inden tagja igaz, azaz a következtetési 
szabály minden prem isszája igaz. E kkor viszont -  mivel a feltétel szerint a 
következtetési szabály helyes -  a konklúzió, cp is igaz, tehát az im plikáció 
nem lehet hamis.

A m egfordítás igazolásához tegyük fel, hogy a form ula azonosan igaz, 
azaz az im plikáció a változók m inden értékére igaz. Ez azt jelenti, hogy ha 
a változóknak olyan értéket adunk, hogy a (/),, (pj. • cp„ form ulák m ind­
egyike igaz, azaz az implikáció előtagja igaz, akkor az utótag, (p is igaz. 
A definíció alapján tehát a következtetési szabály helyes. '

A most igazolt tétel alapján is látható, hogy a m atem atikai 
logika kijelentésekkel foglalkozó fejezetének a kijelentéslogi­
kának (más néven ítéletkalkulusnak) egyik központi kérdése 
annak eldöntése, hogy egy formula azonosan igaz-e -  más 
szóval tautológia-Q -  vagy nem. Több olyan, jól gépesíthető, 
algoritm izálható eljárás is van, amelynek alapján tetszőleges 
formuláról eldönthetjük, hogy tautológia-e, vagy sem. így el­
készítjük a form ula értéktáblázatát, t. d. n. f.-ra hozzuk a 
formulát. M indkét esetben egy n változót tartalm azó form u­
lára alkalm azva az eljárást, kb. 2 ” „műveletet” kell elvégez­
nünk (logikai értéket m eghatároznunk, diszjunkciós tagot 
felírnunk). Nem ismert, hogy van-e ennek a problém ának 
„gazdaságosabb” megoldása, például olyan eljárás, amely 
körülbelül n^ (k rögzített egész szám) lépésben ad választ a 
kérdésre tetszőleges formula esetében.

A helyes következtetési szabályok nagyon sokfélék lehet­
nek. Éppen ezért érdekes az a tény, hogy bizonyos értelem ­
ben egyetlen következtetési szabályra redukálhatjuk, vissza­
vezethetjük az összes következtetési szabályt. Ez az alapvető 
következtetési szabály a m ár ismert leválasztást szabály. Ezt 
fogjuk m egm utatni a következő gyakorlatokban.
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3. Igazoljuk a II. fejezet 4. c)  gyakorla tában  bizonyított azonosság á lta ­
lánosítását, az ún. exportációs azonosságot:

(A^a A2A. . . a A„)-^B=A^  ^ ( / l 2 -^...(/4„->B)...).

Gyakorló feladatok

Megoldás:

A legrövidebben úgy érhetünk célhoz, hogy a II. fejezet 4. c)  azonossá­
got alkalm azzuk n-szer egymás u tán:

(A^ A A j  A . . .  A  A„_ I A A^) B =

=  (A  ̂ A A j  A . . .  A  A „_ ^ ) - ^ { A „ - ^  B) =

= ( A , a A , a . . . ) ^ { A „ _ , - ^ ( A „ - ^  B)) = ... =

= A,  - ^ { A , ^ . . . { A „ _ ,  ^ ( A „ - ^ B ) ) . . . ) .

4. Igazoljuk, hogy ha a

<Pl-> ^
következtetési szabály helyes és megengedjük további, azonosan igaz pre­
missza felvételét, akkor a következtetési szabály póto lható  a leválasztási 
szabály 2̂-szeres alkalm azásával.

Megoldás:

Mivel a következtetési szabály helyes, ezért a

((/)l A (/)2 A . . .  A ( / ) „) - >( / >

form ula azonosan igaz (tautológia). Ezt a form ulát az előző gyakorlat sze­
rint így a lakíthatjuk  át:

(Pl (cp2 -^■■■{(p„ ^  (p)---)-

Ez a form ula tehát azonosan igaz. Vegyük hozzá ezt a prem isszákhoz, és 
alkalm azzuk /i-szer egymás után a leválasztási szabályt (az egyszerűség 
kedvéért most a i= jel helyett aláhúzást használunk):
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<p„ ( P 2 , <p„, </ ) , ->  ((P2 • -(<p„ -*■ <p)- ■ •)

<P2’

<p„. -> <p 
<p

Feladatok

1. Állapítsuk meg a felsorolt következtetések szerkezetét 
és igazoljuk, hogy helyes következtetési szabályokat kap­
tunk :

a)  Ha a = 0 vagy b = 0, akkor a- b = 0; a b +  0, tehát 
fl +  0  és b + 0.

b)  Ha a ^ O  és b=#=0, akkor a í» +  0; a b =  0, tehát a =  0 
vagy b =  0 .

c)  Az  a és b egyenesek vagy párhuzam osak, vagy metszik 
egymást, vagy kitérőek; az a és b egyenesek egy sikban van­
nak és nem párhuzam osak; ha az a és b egyenesek egy sík­
ban vannak, akkor nem kitérőek; tehát az a és b egyenesek 
metszik egymást.

2. D öntsük el, hogy a felsorolt következtetési szabályok 
helyesek-e:

a)  A w  B, B i= ~\ A ;

b)  P v Q v R ,  - ] P a - ] Q ^ R ;

c) P-*Q, R -^S ,  I Q a S ^  P a R;

d)  { A a B ) ^  C ^  ( A a I C ) ^ - ] B .

3. Igazoljuk, hogy ha a

(Pu 92,  (Pn^ (P 
következtetés helyes és a cpi, (pz, ■■■, (pn, <P formulák az A^,
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A 2 , változókat tartalm azzák, akkor helyes következ­
tetési szabályhoz ju tunk , ha az ^ 1 , A 2 , ■■■, Â . változók helyé­
re tetszőleges x^, oíj, • •., form ulákat helyettesítünk!

4. Elemezzük a következő bizonyítások „szerkezetét” úgy, 
hogy kikeressük azokat a következtetéseket, amelyeket eddi­
gi eszközeinkkel vizsgálni tudunk. írjuk fel a megfelelő kö­
vetkeztetési szabályokat és igazoljuk is, hogy azok helyes 
következtetési szabályok!

a j  Végtelen sok prímszám van. Tegyük fel, hogy nem igaz 
az állítás, azaz csak véges sok prím szám  van, legyenek ezek: 
Po, Pl, P„- Képezzük az

N  = poPi - . . -p„+l

számot. Az N  számnak is van prímszám osztója, vagy m ár 
maga prímszám. Az N  nem osztható a p„, p i , p „  prím szá­
mok egyikével sem, mert mindegyikkel osztva 1 m aradékot 
ad. így tehát van olyan prímszám, ami nem azonos a 
Pl, - ^Pn prím szám ok egyikével sem. Ezzel ellentm ondásra 
ju to ttunk , a feltétel nem lehet igaz, tehát végtelen sok prím ­
szám van.

b)  Igazoljuk, hogy ha a síkban egy egyenes két párhuza­
mos egyenes közül metszi az egyiket, akkor metszi a mási­
kat is.

Tegyük fel, hogy nem igaz az állítás, azaz van olyan egye­
nes, amely két párhuzam os közül az egyiket metszi, de a m á­
sikat nem. Ekkor azonban volna olyan pont a síkban, am e­
lyen át egy adott egyenessel két párhuzam ost is húzhatunk, 
de ez nem lehet, mert ellentm ond a párhuzam ossági axióm á­
nak.

c)  Bizonyítsuk be, hogy ha q olyan természetes szám, 
amelynek a 2 és az 5 nem osztója, akkor van olyan csupa 
9-es számjegyet tartalm azó tízes számrendszerbeli szám, 
amely osztható ^-val.

Vegyük 9-től kezdve az összes olyan természetes számot, 
amely csak 9-es számjegyet tartalm az egészen a q darab  9-es-
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sel felírható számig; ez összesen q darab  szám. Azt állítjuk, 
hogy ezek között van q-val osztható. Tegyük fel az állítással 
ellentétben, hogy nincs q-va\ osztható köztük. Ekkor bizto­
san van köztük 2  olyan, amelyik q-va\ osztva azonos m ara­
dékot ad (hiszen csak az 1 , 2 , . . . ,  g — 1 számok jöhetnek szó­
ba m aradékként). E kettő különbsége osztható ^-val, és fel­
írható egy csupa 9-es számjegyet tartalm azó szám és 10 egy 
hatványának szorzataként. Mivel <7-nak és 10-nek nincs kö­
zös osztója, ez csak úgy lehet, ha q osztója annak a tényező­
nek, ami csupa 9-es számjegyet tartalm az (ennek legfeljebb 
q — 1 jegye van, tehát eredetileg szerepelt a felírt számok kö­
zött). Ezzel az állítást igazoltuk.

2. A kijeientéslogíka axíomatizálása

Láttuk, hogy az azonosan igaz formulák, más szóval 
tautológiák a kijelentéskalkulus fontos problém áinak meg­
oldásában játszanak lényeges szerepet. Érdekes és fontos 
tény, hogy véges sok „típusú” formulát „axióm aként” vá­
lasztva, ezekből m eghatározott „levezetési szabály” segítsé­
gével az összes tautológiát elő tudjuk állítani. Ezt fogjuk vé­
giggondolni a most következő gyakorlatokban és feladatok­
ban.

Az előbb vázolt program  végrehajtásához mindenekelőtt 
a formula fogalm át kell egészen pontosan m egm ondanunk. 
Ezt úgy tehetjük meg, hogy megadunk egy jelhalm azt, ennek 
a halm aznak az elemeiből alko to tt véges jelsorozatok között 
lesznek a formulák. A jelhalm azt a formulaképzési szabá­
lyokkal és a levezetésre vonatkozó formális szabályokkal 
együtt nyelvnek szokták nevezni. Ezt a szemléletmódot, am i­
kor pusztán formai eszközökkel -  mint egy formális rend­
szert -  építjük fel a logikát, szokás szintaktikai módszernek 
is nevezni. Természetesen formális, szintaktikai eszközökkel 
csak olyan rendszert érdemes vizsgálni, amelynek tartalm i
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szempontból is értelme van, és a vizsgálat célja is az, hogy a 
rendszer tartalm i, szemantikai jelentését jobban  feltárjuk.

A céljainknak megfelelő nyelv jelei a következők: 
változójelek: Xo, ..., x „ ,. . . ;  
logikai műveleti je lek : H, 
segédjelek: (,).

A form ulákat a következő szabályok szerint képezzük: 
(I) minden változójel formula;

(II) ha (p ésij/ formulák, akkor (n<p) és is form ulák;
(III) más formula nincs.

Ennek alapján például a következő jelsorozatok form u­
lák: X „  ( n X 2 ), (x, - ^ X j ) ,  ( n ( x ,  -^(X 2 -^(X 3 -> X i) ) ) ) ,  

( n ( n ( x i - > X 2 ))).
Azonnal felmerül a kérdés, hogy ha rendszerünkben az 

összes tautológiát elő akarjuk állítani, akkor elég-e csak a n  
és műveleti jelek felvétele? Erre a válasz az, hogy igen, 
mert { “ 1, teljes függvényrendszer. Célszerű azonban de­
finiálni az A , V és műveleteket is a következő m ó d o n : 

ha (p és il/ formulák, akkor 
((p V ij/) legyen a ((Hí^) -> i^) formula rövidítése;
(cp Ai^) legyen a ((n<p) v(n</')) form ula rövidítése;
((p <->■ íj/) legyen a (((p ij/) a  {íj/ -* cp)) formula rövidítése.

A zárójelek pontos kitevésére eddig mindig ügyeltünk. Ész­
szerű azonban m egállapodni abban, hogy néhány kézenfek­
vő esetben elhagyjuk a zárójeleket. így elhagyjuk a legkülső 
zárójelet a form ulákból és a n  jel alkalm azása után sem te­
szünk zárójelet.

M ost m egadjuk azokat a form ulatípusokat, amelyeket 
axiómáknak tekintünk. H a cp, \p és x  tetszőleges formulák, 
akkor a következő formulák ax ióm ák :

(Al.) <p - » (lA -> (p);
(A2.) {(p-^{il/ ;ií)) (((p ^  lA) -»((/) -> /)); 
(A3.) ( n i A n  (/>)-► ( ( n i A < p ) < A ) -
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Egyetlen levezetési szabályt használunk, a leválasztás! sza­
bályt (modus ponens, röviden MP.). Ez azt m ondja ki, hogy 
ha (p és ij/ tetszőleges formulák, akkor a

(p és form ulákból levezethető a
il/ formula.

Levezetésnek nevezünk m inden olyan 

(Pl, (Pk

form ulasorozatot, amelynek minden eleme vagy axióma, 
vagy a sorozatban előzőleg m ár szerepelt két formulából a 
leválasztás! szabály szerint levezethető. A levezetés a sorozat 
utolsó elemének a levezetése.

Azt m ondjuk, hogy a cp form ula levezethető, ha van leveze­
tése. Azt a tényt, hogy (p levezethető formula, röviden igy je- 
.......... c: \—(p.

Gyakorló feladatok

5. Igazoljuk, hogy tetszőleges a form ulára igaz a h~oc-> a állítás.

M egoldás:

A bizonyítást úgy végezzük, hogy megadjuk az a a form ula egy leve­
zetését. A levezetés egyes form uláit egymás alá írjuk és a form ula u tán  zá­
rójelben feltüntetjük, hogy melyik axióm át használtuk, ill. melyik, előzőleg 
m ár szerepelt form ulákból következik a leválasztás! szabály (MP.) alkal- 
mazásával.

1. a -► ( ( a a ) a )  (Al.);
2. (a -► ( ( a a ) a ) )  ^  ((oc-► (a ^  a ) ) ( a a ) )  (Al);
3. ( a -  ( a - a ) ) - ( a  ^ a )  (MP., 1., 2.);
4. a -*(«-► a) (A l.);
5. a - > a  (M R , 3., 4 .).

6 . Igazoljuk, hogy az (Al.), és az (A2.), (A3.) axióm ák tautológiák, azaz a 
form ulák a bennük szereplő változók m inden logikai értékére igazak.
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Az (Al.) axióm áról egyszerűen érték táb lázat készítésével igazolható, 
hogy tautológia. Nyilván elég a következő form uláról igazolni, hogy tau to ­
lógia:

-̂ ü (-^1 -̂ o)-
Ha .Y() értéke /, akkor az Xj -> im plikáció értéke Xj-től függetlenül de 
akkor az egész form ula értéke i. Ha értéke h. akkor -  mivel ham is előta- 
gú implikáció mindig igaz -  az egész form ula crtéke is i.

Az(A2.) axióm áról is akár hasonló m óds/ci rel. akár például teljes disz- 
junktív  norm álform ára  hozással igazolható, hogy tautológia, de közvetle­
nül a megfelelő

(,V„ (.K, -* .X2 )) ((-x„ -* X,) (,X„ -> .Vj))

form ula é rték táb lázatának  elkészítésével is igazolható az állítás (1. II. feje­
zet, 1. feladat).

Az (A3.) axióm áról is az előbb em lített módszerek bármelyikével igazol­
ható az állítás (1. III. fejezet reductio ad absurdum  és az 5. gyakorló 
feladat).

7. M utassuk meg, hogy ha sl (p és (p ij/ form ulák tautológiák , akkor a 
il/ form ula is tautológia.

Megoldás:

M egoldás:

Ha a (p és a form ulák a bennük szereplő változók m inden értéké­
re igazak, akkor az im plikáció definíciója szerint a ij/ form ula értéke is a 
benne szereplő változók m inden értékére igaz.

8 . Igazoljuk, hogy m inden levezethető form ula tauto lógia!

Megoldás :

Tegyük fel, hogy a levezethető form ula. Ekkor van olyan 

3í,,a2, a,

levezetés, amelynek utolsó eleme: =  M egm utatjuk, hogy a sorozat 
m inden eleme tautológia. Teljes indukciót alkalm azunk. Az a, form ula 
csak axióm a lehet, ezért a 6 . gyakorlat szerint tautológia. Tegyük fel, hogy 
ha / < /  ( /> ! ) ,  akkor m ár tudjuk, hogy a- tautológia, azt kell m egm utat­
nunk, hogy ebből következik a, tau to lóg ia  volta is. Ha a, axióm a, akkor
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kész vagyunk. H a a, nála kisebb indexű a,-kből leválasztással következik, 
akkor az indukciós feltevés és a 7. gyakorlat szerint tautológia.

Igazoltuk tehát, hogy a sorozat m inden eleme tautológia, tehát =  a is 
tautológia.

M egm utattuk tehát, hogy axióm arendszerünkben minden 
levezethető formula tautológia. Azt kell még megm utatni, 
hogy ennek az állításnak a megfordítása is igaz: m inden tau ­
tológia levezethető az axióm arendszerben. Ennek igazolásá­
hoz további segédeszközökre van szükségünk.

Legyen F form uláknak egy tetszőleges (véges vagy végte­
len) halmaza. Azt mondjuk, hogy az oc formula levezethető 
F-ból, röv iden : T i— a, ha van olyan

ai,oc2 , ...,

form ulasorozat, amelynek minden eleme vagy axióma, vagy 
a form ulahalm az eleme, vagy a sorozatban előzőleg m ár sze­
repelt form ulákból a leválasztási szabállyal keletkezik és 
(Xf, = a. A  sorozat a egy levezetése T-ból.

G yakran fogunk használni ilyen jelölést: T, a i— jS, ahe­
lyett, hogy ru{oc}h-jg ; vagy 0(2 , • . h-jS,  ahelyett, 
hogy 0C2 , ji. H a f  ^  (x és T =  0, akkor nyilván
I— a.  M ásrészt, ha 1— a, akkor nyilván tetszőleges T-ra
r  \— oc.

A most bevezetett fogalomnak fontos tulajdonságát fejezi 
ki a következő, ún. dedukciótétel: 

ha r ,  a h— jS, akkor F a p.

Tegyük fel, hogy T, a h- /:? és 

íh^tÍ2......k
egy levezetése ^-nak T, a-ból. E kkor term észetesen p,, = p. Teljes indukció­
val m egm utatjuk, hogy az 

.....
sorozat kiegészíthető úgy, hogy a kapo tt új sorozat bármely a /i- alakú 
form ulával végződő szelete egy levezetés legyen T-ból.
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Ha 1, akkor azt kell m egm utatnunk, hogy slz a form ula elé a l­
kalm as form ulákat beik ta tva olyan sorozato t kapunk, amely levezetés
r - b ó l .

A következő esetek lehetségesek:

(I) ax ióm a; ekkor a következő form ulákat kell elé iktatn i:

(axióma),

(a -> j5,) (axióma),

ebből a kettőből leválasztással éppen a jöj adódik.

(II) 'd r  eleme, ekkor az előző esethez hasonlóan:

(T eleme).

Pl ->((x-^pi) (axióma),

a -> (az előző kettőből
leválasztással adódik),

egy levezetés T-ból.

(III) Pl azonos a-val, ekkor az form uláról m ár tudjuk, hogy leve­
zethető, így r - b ó l  is levezethető.

Tegyük fel, hogy />  1 és m inden í< /- re  m ár tudjuk, hogy a kiegészített 
sorozat a->-j^,-vel végződő szelete levezetés T-ból. Igazolni kell, hogy az 
oí-^Pi végű szelet is kiegészíthető úgy, hogy levezetés legyen T-ból.

A következő esetek lehetségesek:

(I) Pl axióm a,
(II) P, eleme T-nak,

(III) P, = Oi.

Ezeket az eseteket m ár m egvizsgáltuk. Láttuk, hogy a sorozat kiegészít­
hető a kívánt m ódon.

(IV) Pl valamilyen /, / <  / esetén jS-ből és Pj-bö\ leválasztással keletke­
zik. Ekkor például Pi = Pj-*Pi- Az indukciós feltevés szerint a kiegészített 
sorozatnak az ql^Pi = 0L^{pj -^Pi \  ill. az ol-^Pj form ulákkal végződő szele­
tei levezetések T-ból. Iktassuk most még be a sorozatba (például az cí-^Pi 
form ula elé) az

form ulát, ami axióm a. E kkor az előző két form ulából és a m ost beik ta to tt 
axióm ából kétszeres leválasztással éppen oc-^Pi adódik, tehát ez is levezet­
hető r - b ó l .  Ezzel az állítást igazoltuk.
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9. A dedukciótétel alkalm azásával igazoljuk, hogy tetszőleges a, j], y 
form ulákra

Gyakorló feladatok

M  egoldás :

Legyen a T form ulahalm az azonos az P ^ y ]  kételemű halm azzal.
Ekkor a leválasztási szabály kétszeres alkalm azásával világos, hogy

P-^y,  a, P, y

egy levezetés T, a-ból és így T, a i— 7, de akkor a dedukciótétel szerint 
r  h- a -^ 7 , és éppen ezt állítottuk.

10. Igazoljuk, hogy (x-^(P^y),  P h- a -►7.

Megoldás:

Itt megint vegyük a következő form ulahalm azt:

{a^(P--y), A aj.
Ha az

GC^{P-^y), a, P-^y,  P, y

sorozato t tekintjük, akkor világos, hogy ez egy levezetés az előző form ula­
halm azból (itt is kétszer alkalm aztuk a leválasztási szabályt), tehát a de­
dukciótétel szerint

o -̂ (̂P-^y\ P ^
11. Igazoljuk, hogy a következő form ulák levezethetők tetszőleges oc, p, y 

form ulák esetén:

a)

b )  OL-  ̂ ~] ~\ot;

c)  ( - 1 )8 -^ n a ) ^ ( a -.)?);

d)
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A z a )  é s h )  rész együtt lényegében azt m utatja , hogy elfogadott ax ióm á­
inkból következik, hogy a és n  “la  ekvivalens.

ü)  1. ( n a - > n  n a ) - ^ ( ( n a - ^ n a ) - ^ a )  (A3.);
II. (az 5. gyakorló feladat);

III. ( n a ->  “ 1 ~\oí)-^oí (I. és II. következm énye a 10. gyakorló fel­
adat szerint);

IV. n n a - ^ ( n a ^ n ~ l 3 ( ) ( A l . ) ;
V. ~l (III. és IV. következm énye a 9. gyakorló feladat

szerint).

h)  I. ( n  n  n o í - ^ n a ) -^ ( ( n  n  n a - > a ) - ^ n  n a )  (A3.);
II. n  n  n a - ^  n a  (a 11. ív; gyakorlat szerint);

III. ( n  n  n a - ^ a ) - ^ n  n a  (l. és 1 1 ., MP.);
IV. 3c->(n n  ~la->a) (Al.);
V. oí-^ 1  n a  (III. és IV. következm énye a 9. gyakorlat szerint).

A c ) é s d )  rész együtt lényegében azt m utatja, hogy a kontrapozíció  szabá­
lya { i -^P  és n / ^ - ^ n a  ekvivalens) axióm áinkból következik.

(•; Válasszuk f  halm aznak a [ n / i - ^ n a ,  aj form ulahalm azt. M egm u­
tatjuk, hogy ebből levezethető p.  Ebből a dedukciótétei kétszeres a lkalm a­
zásával kapjuk az állítást.

I. n /^ - > n a  (feltétel);
I I . ( n / ? - n a ) - ( ( n i 5 - a ) - . ^ )  (A3.);

III. (n /i-> a)-^ )ö (I. és II., MP.);
IV. a -> (n /^ -> a)(A l.) ;
V. oL-^p (III. és IV. alapján a 9. gyakorlat szerint);

VI. a (feltétel);
V ll. p  (V. és VI., MP.).

d)  Itt azt fogjuk igazolni, hogy 

o í - ^ p ^  n / i - > n a .

Ebből a dedukciótétel szerint következik az állítás.

I. oí-^p  (feltétel);
II. n na-^oc (11. a)  gyakorlat);

III. n n a -> /i  (I. és II. szerint, 9. gyakorlat alapján);
IV. / i - > n n j5  (11. h)  gyakorlat);
V. n n a - ^  n ~ \p  (III. és í v .  szerint a 9. gyakorlat alapján);

VI. ( n  n a - ^ n  n j5 )-> (n /^ -> n a )  ( l l .  c)  gyakorlat);
VII. n /^ - > n a  (V. és VI., MP.).

Megoldás:
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Az e)  rész egyfajta indirekt bizonyítás jogosságát m utatja axióm arendsze­
rünkben. Itt a következőt igazoljuk:

a^/í,

Ebből a dedukciótétel kétszeri alkalm azásával adódik az állítás.
I. (feltétel);

II. “ la) (11. (I) gyakorlat):
III. - I i? - ^ - |« ( l .  és II., MP.I;
IV. (feltétel):
V. ( / ( ) - * ( n a )  (11. cl) gyakorlat);

V I. n / í ^ - i n a ( I V .  és V.. M P .);

VII. ( - l i ? -  n  n a ) ^ ( ( n / í - -  n a )^ i? )  (A3.);
V II I .  ( n / í - - l a ) ^ / í ( V I .  és V II., M P.);

IX . / M in .  és V III..  MP.).

Térjünk vissza ahhoz a problém ához, hogy axióm arend­
szerünk teljes-e abban az értelemben, hogy benne minden 
tautológia levezethető. A 12. gyakorló feladatban m egm utat­
juk, hogy a válasz igenlő. A teljesség bizonyitása a következő 
segédtételen alapul.

Legyen a tetszőleges formula és jelölje Ai,  A j , ..., /I^ az a
formulában előforduló változókat. Adjuk meg az /(,, A j .......
Ai, változók egy értékelését, és vezessük be a következő jelö­
lést: A'i legyen /l,-, ha /4, értéke igaz, és legyen H /l,, ha /l, ér­
téke hamis. A változók adott értékére az a formula is egy 
igazságértéket vesz fel. Jelölje a' magát az a-t, ha ez az érték 
igaz, és n « -t, ha ez az érték hamis. Igaz a következő állitás:

A\ ,  A'j, ..., A' ,̂ a'.

Ennek bizonyítását majd a feladatokban végezzük el, de fel­
használjuk a teljesség igazolásához.

Gyakorló feladat

12. Az előző állítás, valam int az eddig levezetett form ulák felhasználá­
sával igazoljuk, hogy ha a tautológia, akkor h- a! lA m egoldásban hasz­
nált módszer K alm ár Lászlótól származik.)
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Legyenek A ^ Aj.  ■■■. az ado tt a form ulában előforduló változók. Az 
előző segédtétel szerint az A^, A^. A^ változók tetszőleges értékére

A\, A'2. /Ifc ^  a,
hiszep a tautológia, így mindig igaz.

Legyen először értéke /, ekkor

(1) A\, A'2..... A',_,, A,^cí.
Most válasszuk /4,___ , értékét ugyanúgy, mint az előző esetben, csak
Af  ̂ értéke legyen h. Ekkor

(2 ) ~1 A y .  
adódik, (l)-ből a dedukciótétel szerint

M  egoi elás:

(2)-ből hasonlóan

(4)

A l í .  e)  gyakorló feladat alapján tudjuk, hogy

Így (3) és (4) alapján a leválasztási szabály kétszeres alkalm azásával azt 
kapjuk, hogy

Az előző gondolatm enetet ezután újra alkalm azhatjuk /l^ -j-re , és
így tovább, végül A^-vq és k lépés után azt kapjuk, hogy

h- Oí.
Ezzel igazoltuk, hogy axióm arendszerünk teljes.

Feladatok

5. Igazoljuk, hogy tetszőleges a, fi form ulára teljesülnek
a ) \ — ~]a^(oL->-p) („ex falso quodlibet” -  hamisból 

bármi következik);
h )  H-
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6 . Igazoljuk a 1 2 . gyakorló feladat előtt kim ondott segéd­
tételt az a form ulában szereplő és “ 1 jelek együttes szám á­
ra vonatkozó teljes indukcióval (ez a szám jelzi a formula 
„bonyolultságát”) !

7. M utassuk meg, hogy az axióm arendszer ellentm ondás- 
talan a következő értelem ben; nincs olyan a formula, amely­
re i— a és i— ~líx is igaz!

8 . Tegyük fel, hogy az axióm arendszer megfogalmazásá­
hoz használt változójelek m ost nem két, hanem három  érté­
ket vehetnek fel, jelölje ezeket 0, 1, 2. A műveleteket a követ­
kező értéktáblázattal definiáljuk:

Igazoljuk ennek felhasználásával, hogy az (Aí.) axióm a 
független, azaz nem vezethető le az (A2.), (A3.) axióm ákból a 
leválasztási szabály felhasználásával!

3. Boole-algebrák

Az első részben megismertük egy halm az részhalm a­
zainak azt a struktúráját, amelyet ezek a részhalmazok az u , 
n  és kom plem enterképzés műveletére nézve alkotnak. Ezt a 
struktúrát halm azalgebrának nevezzük.
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A kijelentések, ill. logikai értékek és a rajtuk értelmezett 
konjunkció, diszjunkció és negáció műveletek által alko to tt 
struk túra ugyanolyan szerkezetűnek bizonyult, m int a hal­
mazalgebra.

Az algebrában igen jellemző fogalom alkotás, hogy ilyen 
„konkrét” struktúrák  közös tulajdonságát, szerkezetét fogal­
mazzuk meg „absztrakt” struktúraként. Ezt az „absztrakt” 
struktúrát természetesen axióm ákkal adhatjuk meg, így já ­
runk el m ost is.

Feltesszük, hogy a szóban forgó „absztrakt” struktúrában, 
amit Boole-algebrának nevezünk, értelmezve van egy egyvál­
tozós művelet, am it igy jelölünk: ~1 és kom plem enterkép­
zésnek nevezünk, továbbá két kétváltozós művelet, ezek jele 
u  (unió) és n  (metszet). (Kézenfekvő az analógia a halm azal­
gebrai műveletekkel.) Ezekről feltesszük, hogy kielégítik a 
következő axióm ákat (itt p, q , r a z  A alaphalm az tetszőleges 
elemeit jelölik):

(Bl.) p'uq = q(jp;

(B2.) p n q  = qr\p\

(83.) pu(íjfur) =  (puq)yjr;

(B4.) pn{qr^r) =  {pnq)nr;

(B5.) pn{q'ur) = (p n q )u (p n r);

(8 6 .) p^{qr^r)  =  (pu<ji)n(pur);

(87.) (pr>q)<jq =  q\ 

(88.) ip u q ) n q  =  q; 

(89.) (pn - ]p )^ q  = q;

(B\0.) (p u~ ]p)nq  = q.

Hangsúlyozzuk, hogy itt az ado tt A  halm az elemeiről nem 
tesszük fel, hogy azok is halm azok és az u , n ,  1  m űveletek­
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ről is csak annyit használhatunk fel, am ennyit a (Bl.) (BIO.) 
axiómák kim ondanak. Az axióm arendszer előnye, hogy elég 
sok axióm ából áll, ezért kényelmes, elég egyszerűen adód­
nak belőle a megfelelő eredmények. Ezzel szemben viszont 
nem „gazdaságos”. V annak benne olyan axiómák is, am e­
lyek a többiből levezethetők. Még egy fontos előnye van en­
nek az axióm arendszernek. Bármelyik axióm ában felcserél­
ve az u  jelet a n  jellel és fordítva, az igy kapott egyenlőség 
szintén szerepel az axióm ák között. Két ilyen egyenlőséget 
egymás duálisának nevezünk. Az axióm arendszer tehát 
olyan, hogy minden egyenlőséggel együtt a duálisa is axió­
ma. Ebből következik, hogy minden, az axióm ákból levezet­
hető egyenlőséggel együtt annak duálisa is levezethető.

Igazoljuk először, hogy tetszőleges p e  A elemre

( 1 ) pyjp = p és

( 2 )  p n p  =  p .

(A továbbiakban, ha mást nem m ondunk, akkor a p, q , r  stb. 
betűk az A halmaz tetszőleges elemeit jelölhetik.)

Az első összefüggés így adódik (zárójelbe írtuk, hogy melyik axióm ái 
használtuk fel):

p  =  p u ( p n q ) =  (B l.)és(B 7 .)
= ( p u p ) n ( p ^ q )  = (B6.)
=  ( pn {p uq) )u{pn( puq) )  = (B5.) és (B2.)
=  púp .  (Bl.) és |B8.)

Természetesen a duális egyenlőségek felírásával levezethe­
tő  a másik, p n p  ^  p egyenlőség is. A két levezetett azonos­
ságot az idempotencia törvényeinek nevezik.

13. Igazoljuk, hogy a 

p n q  = p

és a

puq = q 

azonosságok egyszerre teljesülnek.

Mecfoldás:

Tegyük fel, hogy pnq = p\ ekkor a (B7.) axióm ából következik, hogy 

pyjq = q.

M egfordítva, most azt tegyük fel, hogy puq = q. Ekkor a (B8.) axióm á­
ban p és q szerepét felcserélve és (B2.)-t is felhasználva azt kapjuk, hogy

pnq = p.

Értelmezzük az A halmaz két tetszőleges p, q eleme között 
a pczq {p része ^-nak) relációt a következőképpen:

pczq  akkor és csak akkor, ha p n q  = p.

A 13. gyakorló feladat szerint a definíció ekvivalens a követ­
kezővel :

pczq akkor és csak akkor, ha p u q  = q.

Gyakorló feladatok

14. Igazoljuk a c: reláció következő tulajdonságait: 

ü)  p c i p ;

h) ha pczq és q ^ p .  akkor p = q\ 
c) ha pczq és qar,  akkor pczr.

Gyakorló feladat
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a)  A bizonyított (2) azonosság (idempotencia) szerint 

p a p .

h) Tegyük fel, hogy pczq és qap.  Ekkor 

p = qup = p^q = (a definíció szerint)

= (pnq)uq = (a definíció szerint)

=  q. ((B7.) szerint).

c) Tegyük fel, hogy pczq és qczr, ekkor 

p = pnq = (a definíció szerint)

=  pn{qnr)  = (a definíció szerint)

= {pnq)nr = ((B4.) szerint)

= pnr. (a definíció szerint)

Eredményünk azt jelenti, hogy pczr.

15. Igazoljuk, hogy tetszőleges p, qe  A esetén 

p n l p  = qn~]q és 

pu~]p — í/u  ~]q.

M egoldás:

A (B7.) és (38.) axiómákból következik, hogy 

pn~\pczq és qczpu~lp.

Mivel q tetszőleges, ezért helyette qn~\q,  ill. qyj~\q is írható: 

pn^pc^qn~]q  és qu~]q^pu~]p.

Nyilván p és q szerepe mindkét összefüggésben felcserélhető: 

qn~]qczpn~\p  és pu~]pciq^~\q.

A \4.  h)  gyakorlat alapján azt kapjuk, hogy 

pn ~lp = qn ~]q és 

p u  ~|p =  qu~~\q.

Megoldás: Mivel a 15. gyakorlat eredménye azt m utatja, hogy pn~]p,  
ill. pyj~\p  független p választásától, ezért ezek az A halmaz 
egy-egy speciális elemét jelentik. Vezessük be ezekre a követ­
kező jelölést és elnevezést:

(3) pr\~\p — 0, az A zéruseleme,

(4) p K j ~ ] p = I ,  az ^  egységeleme.

Érdemes észrevenni, hogy eredm ényünk felhasználásával 
a (B9.) és (BIO.) axiómák így Írhatók:

(89'.) Ou<5( = (] és

(BIO'.) I n q  = q.

A c  definíciója szerint ez azt jelenti, hogy tetszőleges q e  A-
ra

Oc.q

q c l .

es

Gyakorló feladatok

16. Igazoljuk, hogy tetszőleges p e  A esetén

(5) Onp  =  0 és

(6) l u p  = /.

Megoldás:

Az állítás közvetlenül adódik az előbb felírt két összefüggésből, vala­
mint a 13. gyakorló feladat eredményéből, ill. a c= definíciójából.

17. Igazoljuk, hogy ha

(7) p n q  =  0 és

(8) p u q  = /, 

akkor q =  ~lp.
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= ( p n - \ p ) > u q =  (3)

= ( p u q ) n ( - \ p ' u q )  = (B 4.)

= In(^puq)=  (8 )

=  n p u q  (BIO'.)

A kapott egyenlőségből következik, hogy

(9) I p c z q .

Hasonlóan:

q =  Ir\q =  (BIO'.)

= ( pu  ~lp)nq  =  (4)

= ( p n q ) u { n p n . q ) =  (B 5.)

= O u(npn</)= (7)

=  ^ p n q .  (B 9 '.)

Ebből következik, hogy

(1 0 ) qcz~^p.

A (9) és (10) összefüggés szerint q =  ~lp.

18. Az előző gyakorlat eredménye alapján igazoljuk, hogy

(1 1 ) n n p  = p.

Megoldás:

A (3) és (4) összefüggéseket alkalmazzuk p helyett ~lp-re:

~lpr^ ~^~]p = 0 és

n p u n  np = /.
Az előző gyakorlat eredménye alapján (felhasználva a kommutativitást is) 
adódik, hogy

Megoldás:
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19. Igazoljuk a következő azonosságokat:

(1 2 ) ~](p^q) = npnHí/,
(13) ~l(pnq) = n p u ~ \ q .

Megoldás;

Elég igazolni a (12) azonosságot, mert (13) ennek duálisa. Megmutatjuk, 
hogy I p n ^ q  éppen p u q  komplementere, mert kielégíti a 17. gyakorló 
feladatban megfogalmazott követelményeket:

(puí/)n( “Ipn ~]q) = {pn ~]pn ~]q)u(qn ~ l pn  ~lq) = (B5.)

=  (O n n í / )u (O n n p )  =  (3)

= OuO = 0, (5)

(puí/)u{ ~1pn ~\q) = (/7UÍ/U ~\p)n(puqyj~]q)  = (B4.)

= (/u í/)n (/u p ) = (4)

= In l  = /. (6 )

20. Igazoljuk, hogy

( 14) -]I  = 0 és

(15) n o = i .

M egoldás:

Az / definíciója és (11), valamint (12) alapján:

n / = n(punrt = npnp = o.

A másik állitás az előző duálisa.

21. Igazoljuk, hogy ha 0=1,  akkor tetszőleges p-re 

0  = p.

Megoldás:

Ha 0 = / ,  akkor tetszőleges p-re 

p = p n l  = pnO = 0.
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Az eddigiekben láttuk, hogy a Boole-algebra (Bl.)-(BIO.) 
axióm áiból sok olyan azonosság vezethető le, ami ismerős a 
halm azalgebrából, ill. a kijelentéslogikából. Természetes 
kérdés, hogy mennyire „teljes” ez az axióm arendszer a kö­
vetkező értelemben. M inden olyan problém a, amely megfo­
galm azható benne, eldönthető-e az axióm ák alapján. Igazol­
ni fogjuk, hogy az axióm arendszer ebben az értelemben 
teljes.

Vizsgáljuk meg közelebbről az axióm arendszert. Valójá­
ban itt szigorúan véve a Boole-algebra szintaktikai jellemzé­
séről van szó. Pontosabban, de kissé hosszadalm asabban 
úgy fogalm azhattunk volna, hogy megadunk egy nyelvet, 
amely változójeleket, a ~l, u , n  műveleti jeleket, és segédje­
leket tartalm az. Ezekből kifejezéseket építhetünk fel a követ­
kező m ódon. Bármely változó kifejezés, egy, ill. két kifejezés­
ből a 1 , ill. az u  és n  műveletek alkalm azásával építhetünk 
további kifejezéseket. Az axióm ák két-két megadott kifejezés 
egyenlőségét állítják. Ezekből újabb azonosságokat vezethe­
tünk le a következőképpen; változók helyére tetszőleges ki­
fejezéseket helyettesíthetünk, és egy m ár levezetett egyenlő­
ség egyik oldalát egy kifejezésben a másik oldallal pó to lhat­
juk. így ju tunk  el a Boole-algebra törvényeihez.

A szemantikai oldalról nézve, ha ado tt egy olyan struktúra, 
amely egy nem üres A  alaphalm azból, az ezen a halm azon 
értelmezett (az egyszerűség kedvéért itt is ugyanúgy jelölt) ~1 

egyváltozós, u  és n  kétváltozós műveletekből áll, és ezek a 
műveletek kielégítik a (Bl.)-(BIO.) axióm ákat, akkor ezt a 
struk tú rát Boole-algebrának nevezzük. Azon, hogy a műve­
letek kielégítik az axióm ákat, azt értjük, hogy ebben a konk­
rét esetben a változójelek az A  halm az tetszőleges elemét 
jelölhetik.

Tegyük fel, hogy ado tt két kifejezés (az előzőleg m ondott 
értelemben), ki  és k 2 , és kiderül, hogy egy konkrét Boole-al- 
gebrában a két kifejezés a  bennük szereplő változók minden 
értékére azonos értéket vesz fel. Igazolni fogjuk, hogy ekkor a
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egyenlőség a (Bl.)-(BIO.) axióm ákból levezethető. Axióma- 
rendszerünk tehát ebben az értelemben teljes.

Tegyük fel, hogy a k kifejezés felépítésében csak az egyetlen p változó 
szerepel. Igazoljuk (a kifejezés induktív  felépítésének megfelelően), hogy

(*) k = {k(I)np)yj(mn^p),

ahol k(l), ill. /c(0) jelöli azt a kifejezést, amelyet úgy kapunk, hogy ^-ban p 
helyére /-t, ill. 0-t helyettesítünk.

((BIO'.) és (5)) 

(B9.)

M egoldás:

a)  Hsi k azonos p-vel, akkor

(fc(/)op)w (fc(0)n  n p )  =  ( / n p )u ( O n  - |p )  =

=  puO  =

tehát az állítás igaz.

h ) Tegyük fel, hogy k = ^ f ,  és ,/-re m ár igaz az állítás. Ekkor

A =  n /  =  - l ( ( / ( / ) n p ) u ( / ( 0 ) n  n p )) =  (a feltétel szerint)

=  ( - | / ( / ) u n p ) n ( n / ( 0 ) v j p )  =  ((ll) ,(1 2 )és (1 3 ))

=  ( ~ l / ( / ) ^  l / (0 ) )v j(  - | / ( / ) o p ) u (  - | / ( 0 ) n  - |p )  =

(B5.), (B6,), (3), (B9'.)

=  ( - | / ( / ) n - | / ( 0 ) n ( p u n p ) ) u ( n / ( / ) o p ) w - | ( / ( 0 ) n - l p )  =

((4) és (BIO.))

= (n /( /)n  n /( 0 )np)u(n/(/)np)u
u ( n / ( / ) n  n / ( 0 ) o  n p ) u ( n / ( 0 ) n  n p )  =  (B5.) és (B3.)

=  ( - i / ( / ) n p ) u ( n / ( 0 ) o n p ) =

=  ( /c (/)o p )u (/c (0 )n n p ).
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c)  Tegyük fel. hogy k =  J u g  és ./-re, g-re m ár igaz az állítás. Ekkor

k = j \ j g  =  ( ,/ '( /)n p )u (/'(0 )n  n p ) u

^W)<^p)'^(g(Q)r,  ~\p) =

=  ((./ (0^,í/(/))np)u(( / (0)uíy(0))o ~ lp ) =  (B5.)

=  {k(!)^p)'^(k{0 ) n  ~ip).

A  k = f n g  eset az előző duálisa, tehát ez is igaz.

Az előző eredm ény felhasználásával igazoljuk, hogy ha egy k kifejezés 
felepaeseben két változójel, m ondjuk ,  és ,  szerepek a k k o ' ,gaz T ogy

A' =  k(I, l )pquk( l ,  0)p~ig^k{0,  I ) - l p q u

u/c(0, 0 )~\p~lq,

ahol /c(a, /í) jelenti azt a kifejezést, amelyet A-ból úgy kapunk, hogy p i|| g 
sál jelölt'iik helyettesítünk és a n  műveletet csak egymás mellé Írás-

M egoid ás ;

Alkalm azzuk először az előző eredm ényt /?-re, ekkor 

k = k(I, q)pKjk(0 , q)~]p.

Ezután a k(I g) = k (gu~\g ,  g) egyváltozós kifejezésre, íll. a k(0 g) =
~  k ( g r ^ ^ g  g) egyváltozós kifejezésre újra alkalm azzuk az előző ered- 
menyt, es felhasználva, hogy

A ( /u - | / ,  g) =  A(/, g l

/c(Ou n o , g) = k(I, g),

A ( /n - l / ,  q) =  k(Q,g),

k{On -]0 . g)  = k{0 , q)

tetszőleges í^-ra, majd felhasználva a d ísztributivitást, éppen a bizonyítan­
dó  állítást kapjuk. ^

Az elozo két bizonyított összefüggés tetszőleges számú 
valtozobol felépülő kifejezésekre is igazolható a változók 
szam ára vonatkozó teljes indukcióval. Érdemes észrevenni,
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hogy a kifejezésekre kapott előállitá>4 k̂ a kijelentéslogikából 
ismert teljes diszjunktív norm álforinának a megfelelői.

Térjünk most vissza a teljesség kérdéséhez. Először vizs­
gáljuk azt az egyszerűbb esetet, am ikor adott két kifejezés, 
/ci és /c2 , és mindegyik egyetlen p változóból épül fel. Ha egy 
konkrét Boole-algebrában -  amelynek legalább két külön­
böző eleme van -  /cj és /c2 a p változó minden értéke esetén 
azonos értéket vesz fel, akkor a /cj = /c2 egyenlőség levezethe­
tő a (B1.)~(B10.) axiómákból.

Elég m egm utatni, hogy a

k,{0) = k,(0) és k,(I) = k,(I)

egyenlőségek levezethetők az axióm ákból, hiszen ezekből következik a 
/v j = k j  egyenlőség, és a (*) eredm ényét az axióm ákból bizonyitottuk.

A /cj(0) és ^ 2 (0 ), ill. /c,(/) és k j i i )  értéke vagy 0, vagy /, és a megfelelő 
egyenlőség levezethető az axióm ákból, hiszen a 0-val és /-vei kapcsolatos 
műveletek eredm ényeit az axióm ákból vezettük le. Ezek az összefüggések:

-10 =/, n /  = o,

OuO =  OnO =  InO  =  O n / =  0,

/ n /  =  l uO  =  O u / =  / u /  =  /.

A feltétel szerint a 21. gyakorlat alapján 0 ^  / (mert a konkrét Boole-algeb- 
rának legalább két eleme van). Mivel a konkrét Boole-algebrában igaz, 
hogy

k, ( 0 ) = k , ( 0 ) és k,(I) = k , ( iy  

ezért az előzők alapján ezek levezethetők axióm áinkból, de akkor a

egyenlőség is levezethető az axióm ákból.

Az egy változóra igazolt összefüggések általánosítása alapján akárhány 
változóból felépülő kifejezésekre is igazolható a megfelelő eredmény. Azt 
kaptuk tehát, hogy Boole-algebránk axióm arendszere a m ondott értelem ­
ben teljes.

197



9. Igazoljuk, hogy egy halm az összes részhalmazai Boole- 
algebrát alkotnak a szokásos u , n  és kom plem enter műve­
letekre nézve!

10. Tegyük fel, hogy egy Boole-algebra A alaphalm aza vé­
ges sok elemet tartalm az, legyen \A\ = n, ahol « > 1 . Azt 
m ondjuk, hogy egy x 6 .4 atom , ha x =/= 0  és tetszőleges y e A -  
r a y c x - b ő l  ĵ  =  0 vagy y  = x  következik. Igazoljuk, hogy ha

és j= ^ 0 , akkor van olyan x e A  atom , amelyre x c y !
11. Igazoljuk, hogy a 9. feladatban szereplő Boole-algeb- 

rában tetszőlegesx e  A atom  és y e  A esetén vagy x c y ,  vagy 
x n y  =  0 !

12. Vizsgáljuk a 9. feladatban szereplő Boole-algebrát és 
tetszőleges j ;e  / 1-rajelölje f ( y ) azoknak a z x e A  atom oknak 
a halm azát, amelyre x<=y teljesül.

Igazoljuk, hogy tetszőleges y, : e  A-ra

a)  f (y v j z )  =  f{y)yjg(z);

b)  f { y n z )  = f { y ) n f ( z y ,

c)  / ( " iy )  =  / ( / ) - / W ;

d )  f { y ) = f ( z )

akkor és csak akkor, ha y = z .  (Itt az egyenlőségek jobb  olda­
lán álló u , n  és — jelek a megfelelő halm azalgebrai művele­
teket jelölik.)

13. Jelölje B a 9. feladatban szereplő Boole-algebrát, 
amelynek alaphalm aza A. Legyen A' az A összes atom jából 
álló részhalmaza. B' jelölje azt a Boole-algebrát, amelyet az 
A'  alaphalm az összes részhalm aza alkot az u , n  és kom ple­
m enter műveletekre. Igazoljuk, hogy a 12. feladatban defini­
ált /  leképezés

a)  egy-egyértelmű A  és az A'  összes részhalmazaiból álló 
halm az között;

Feladatok
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h)  az f  leképezés m űvelettartó.
A z a )  és h)  tulajdonságú /  leképezés létezése esetén azt 

m ondjuk, hogy a B és B' Boole-algebrák izomorfak.
14. Igazoljuk, hogy ha egy véges Boole-algebra alaphal­

m azában n elem van, akkor n =  2 '‘ lehet csak, valamilyen k 
természetes számra!

15. Válasszuk A alaphalm aznak a 210 összes pozitív osz­
tóiból álló halmazt, és az A halm az elemei között definiáljuk 
a következő műveleteket: tetszőleges a, h e  A esetén
a(jh  =  [a ,h]  (az a és h legkisebb közös többszöröse), 
a n h  =  (a; h) (az ct és h legnagyobb közös osztója),

210
- \a = — .

Cl

Igazoljuk, hogy A és az így definiált műveletek Boole-al­
gebrát a lk o tn ak !

A IV. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai

1. a ) Az egyszerű kijelentések jelölésére vezessük be a kö­
vetkező betűket:

A „a =  0” ;

B ,,/) =  0” ;

C „a-b = 0".

Ekkor a következtetés szerkezetét igy Írhatjuk fel:

( A v B ) - ^ C ,  - IC  \= - \ A a ~\B.

A kapott következtetési szabály helyes. Tegyük fel ugyan­
is, hogy a változók m egadott értékeire a premisszák igazak, 
azaz

|n C |  =  i és \ { A v  B)-^C\  = i.

199



Ekkor |C | =  /i és íg y |/l v B | =  /i, tehát |/11 =  |B | =  /j. A konk­
lúzió értéke tehát igaz, | “ 1 / 4  a  n B | =  i.

h)  Itt is az a j  részben bevezetett jelöléseket használjuk. 
Ezekkel a következtetés szerkezetét kifejező szabály így írha­
tó fel:

(H /lA  n B )->  n e ,  C ^ A v B .

Tegyük fel, hogy \C\ = i és |( n / lA  H ő ) n C |  =  /. Ek­
kor az implikáció utótagja hamis, tehát az előtag is az, és így 
a negációja, | n ( n / l  a  ~]B)\ = \ A v B \  = i. Tehát a konklú­
zió igaz, a következtetési szabály helyes, 

í j A következtetésben előforduló egyszerű kijelentések:

A „az a és h egyenesek párhuzam osak” ;
B „az a és h egyenesek metszik egym ást” ;
C „az a és h egyenesek kitérőek” ;
D „az a és h egyenesek egy síkban vannak”.

A következtetés szerkezete:

A v B v C  D a H B  D ^ ~ \ C \ = A .

H a a változóknak olyan értékeket adunk, hogy a premisszák 
igazak legyenek, akkor \B\ = h , \D \  = i, tehát az implikáció 
definíciója szerint \C\ = h, de akkor az első premissza igaz 
volta m iatt | / 1 | =  (, tehát a konklúzió is igaz.

2 .a )  H a \ B \  = i é s \ A v  B\ = i, akkor A értéke lehet igaz is 
és lehet hamis is, tehát ~\A értéke sem egyértelmű. Ezért a 
következtetési szabály nem helyes. Érdemes észrevenni, 
hogy akkor kapnánk helyes következtetési szabályt, ha az el­
ső premisszában v  helyett ©  állna.

h)  H a a két premissza értéke igaz, akkor a konjunkció de­
finíciója m iatt |P| =  \Q\ = h, tehát az implikáció szerint |/?| =  i, 
azaz a következtetési szabály helyes.

c) Adjunk a változóknak olyan értéket, hogy a premisz- 
szák igazak legyenek. Ekkor a konjunkció definíciója alap­
ján  |ö l= / i ,  de akkor \P-^Q\  = i m iatt \P\ = h. A  konklúzió

2 0 0

ekkor R  értékétől függetlenül hamis, tehát a következtetési 
szabály nem helyes.

d)  A  premisszát átalakítjuk a megismert azonosságok se­
gítségével:

{A/\B)-^C =  ~](A A  B )  V  C  =

=  n / l  V n ő v C  =

=  (H /l v C ) v  -]B =

= n ( / i  A n c ) v  -]B =

= (/IA n c )  ^  ~iB.

Azt kaptuk tehát, hogy a premisszából azonosságok alkal­
mazásával eljuthatunk a konklúzióhoz. Ez nyilván azt jelen­
ti, hogy a premissza akkor és csak akkor igaz, ha a konklú­
zió igaz. A következtetési szabály tehát helyes, és helyes a 
szabály megfordítása is, azaz az

(/4  a  n C ) - ^  ^ ( A a B ) - > C

következtetési szabály.
3. A feltevés szerint a

(Pl, (P2,--: (P„^ (p 

következtetési szabály helyes, tehát a

( (p^A(p2A. . .A(p„)-y(p

form ula tautológia. Ebből tautológiát kapunk akkor is, ha a 
benne szereplő változók helyére tetszőleges form ulákat he­
lyettesítünk. Ez viszont azt jelenti, hogy az állítás igaz, a he­
lyettesítések elvégzése után kapott következtetési szabály is 
helyes.

4. A példákban szereplő bizonyítások „igaziak”, valóban 
ezeket -  vagy ezekhez hasonlókat -  szoktunk elm ondani 
egy-egy m atem atikakönyvben. Látni fogjuk azonban, hogy 
ezek elemzése eddigi eszközeinkkel eléggé nehézkes. A bizo-
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nyitásoknak csak egy-egy részletét tudjuk majd megvizsgál­
ni. Ezek a példák is azt m utatják, hogy m atem atikai bizonyí­
tások pontosabb elemzéséhez eszközeinket fmomitani kell 
majd.

a)  A bizonyításból a következő részletet érdemes ki­
emelni:

A „Végtelen sok primszám van” ;
B „Csak véges sok primszám létezik”.

A bizonyítás lényege a következő következtetés:

A kapott következtetési szabály nyilván helyes, hiszen ha a 
premisszák igazak, akkor \B\ = h és az ekvivalencia defmí- 
ciója alapján | ^ |  =  h, tehát \A\ = i.

h)  Vezessük be a következő jelöléseket:
A „H a a síkban egy egyenes két párhuzam os egyenes kö­

zül az egyiket metszi, akkor metszi a m ásikat is.” 
B „A síkban egy egyenessel egy rajta kívül fekvő ponton 

át legfeljebb egy párhuzam os egyenes húzható” (pár­
huzamossági axióma).

A bizonyítás során felhasználjuk a következő indirekt követ­
keztetés helyességét:

- ] A ^ - ] B ,  B ^ A .

Erről m ár beláttuk, hogy helyes következtetési szabály.
c)  Ebből a bizonyításból egy érdekes alakú indirekt kö­

vetkeztetésre láthatunk példát. Vezessük be a következő 
jelölést:

A „A 9 ,9 9 ,9 9 9 ,..., 999.. .9 {q db 9-es) számok között van 
q-val osztható, ha q és 1 0  relatív prím ek.”

Ekkor az indirekt bizonyítás lényegét adó következtetést így 
írhatjuk fel:

~IA-^A  t= A.

2 0 2

Ez a következtetési szabály valóban helyes, m ert tegyük fel, 
hogy a konklúzió, A = h. Ekkor az implikáció definíciója sze­
rint ~1A-^A = h, ami éppen azt jelenti, hogy ha a premissza 
igaz, akkor a konklúzió is biztosan igaz.

5. a )  Azt fogjuk megm utatni, hogy a Hot és a formulákból 
levezethető p. E kkor a dedukciótétel kétszeres alkalm azásá­
val éppen az állítást kapjuk.

I. n a  (feltétel)
II. a (feltétel)

III. a-^(H i?->a) (Al.)
IV. (Al.)
V. (II. és III., MP.)

VI. (I. és IV., MP.)
VII. (n iS -^na)-> ((n i?-^a)-> iS ) (A3.)

VIII. (n j? -^ a )^ i?  (VI. és VIL, MP.)
IX. p  (V. és VIII., MP.)

h) A  dedukciótétel kétszeres alkalm azásával kapjuk a kö­
vetkezőt :

a, a ^ p \ — fi, ezért

^  a ^ ((a -> ^ )- .) 8 ).

A n . d )  gyakorló feladat eredménye szerint:

Erre a két levezethető form ulára alkalm azzuk a 10. gyakorló 
feladatban igazolt összefüggést:

6 . Jelölje n az adott form ulában szereplő -> és ~\ jelek 
együttes számát.
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Az « =  0 esetben a form ula egy változóból áll, jelölje ezt A. 
Ekkor az állítás szerint

A I— A es

~\A I -  ~]A.

Nyilván m indkettő igaz.

Tegyük fel, hogy « > 0 és minden k < n  esetén, azaz k darab 
műveleti jelet tartalm azó form ulára igaz az állítás. M utassuk 
meg, hogy ekkor az n műveleti jelet tartalm azó form ulákra is 
fennáll!

Tegyük fel, hogy az n műveleti jelet tartalm azó form ulá­
ban az Ai,  A 2 , Ai  ̂ változók állnak.

(I) Vizsgáljuk először azt az esetet, am ikor az oc formula 
~lp alakú. A P form ulában m ár «-nél kevesebb műveleti jel 
van, a feltétel szerint erre tehát igaz az állítás. Tegyük fel elő­
ször, hogy az Ai,  A 2 , ■ ■ ■, Ai  ̂ változóknak olyan értékeket 
adunk, amelyre a értéke hamis. Ekkor a '=  H a és p' = p. Az 
indukciós feltétel szerint

A \ ,  A 2 , A'l \̂— p.

A H. h)  gyakorló feladat eredménye szerint 1— 
így tehát

A \ ,  A'2 , . . . , A ' , ^  -] -]p{=  n a  =  a').

H a az ^ 1 , A 2 , Ak változók adott értékére a értéke igaz, 
akkor a ' =  a =  ~\P = P' és az indukciós feltevés szerint

A \ , A ' 2 , . . . ,  A ' , ^  P'(= a’).

(II) H a az a formula p ->■ y alakú, akkor a p é s y  formulák 
m indegyike n-nél kevesebb műveleti jelet tartalm az, és a fel­
tétel szerint

• • •> ^'k ^  P' SS

A \ , A '2, . . . , A ' ^ ^ j '
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(az A\ ,  ^ 2 , . . . ,  között nyilván szerepel a j5-ban vagy y-ban 
előforduló összes változó, esetleg mások is).

H a p  értéke h, akkor az im plikáció definíciója szerint ot ér­
téke ), tehát P'= ~\P és a '= a. Mivel az 5. a)  feladat eredm é­
nye szerint

^ n P - ^ ( P - ^  y), 

és az indukciós feltétel szerint 

/ i ; , H j S ,

ezért

A \ , A ' 2 , . . . ,  A'^\-  P -^y (  = a).

H a y értéke í, akkor ismét csak az implikáció definíciója 
szerint a értéke i. Ezért y' =  y, a' =  a és az (A 1.) axióm a szerint 
H- y -♦ (jS ^  y), az indukciós feltétel a lap ján :

A \ ,A '2 , . . . ,  A ' . ^ y ,

ebből adódik, hogy

A\ ,  A'2 , . . . ,  A ’̂ h-  P -^y{ = a).

Még azt az esetet kell megvizsgálnunk, am ikor p = i és 
y = h; ekkor a értéke h. Ekkor P' = P, y '= “ ly és 
a ' =  n o í=  ~l(P->-yy Az 5.b) feladat eredménye szerint 
^ p ^ ( n y ^  n(i9-^y)), így az

A \ , A ' 2 , . . . , A ' ^ h - p  és

A \ , A ' 2 , . . „  A ' , ^  n y

indukciós feltételek alapján azt kapjuk, hogy

A \ , A ' 2 , . . . ,  A ’, ^  n (j6 -> y )(=  a')-

Ezzel a bizonyítást befejeztük.

7. Tudjuk, hogy ha 1— a, akkor a tautológia, tehát a benne 
szereplő változók minden értékére igaz értéket vesz fel. M i­
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vei a és n a  értéke egyszerre nem lehet igaz, így nincs olyan a 
formula, amelyre egyszerre i— a és i— l a  is igaz lenne.

8. Készítsük el először az (A3.) axióm a egy speciális eseté­
nek értéktáblázatát;

-V i -X2 n \ i ~ ]X 2  - »  I.X i 1 X 2  ->■ X i ( 1 X 2  -V i )  X 2 (  1.V2 ^  H A T , )  ^  ( (  n . V j  -  . V , )  m )

0 0 1 1 2 2 0 0
1 0 1 1 2 2 0 0
2 0 0 1 2 0 0 0
0 1 1 1 2 2 0 0
1 1 1 1 2 2 0 0
2 1 0 1 2 0 2 0
0 2 1 0 2 0 2 0
1 2 1 0 2 2 0 0
2 2 0 0 0 2 0 0

Azt tapasztaljuk, hogy az axióm a értéke mindig 0 lesz. 
H asonlóan elkészítve az .(A2.) axióm a értéktáblázatát, itt is 
azt tapasztaljuk, hogy az értéke mindig 0 lesz. Nevezzük ezt 
a két axióm át konstans 0  értékűnek.

Az implikáció definíciójából leolvasható, hogy minden 
olyan esetben, am ikor az előtag értéke 0  és az implikáció ér­
téke is 0 , az utótag értéke is 0  lesz.

Ebből következik, hogy a leválasztás! szabály alkalm azá­
sával konstans 0  értékij form ulákból újra konstans 0  értékű 
form ulákat kapunk. Azok a formulák tehát, amelyek az (A2.) 
és (A3.) axióm ákból a leválasztás! szabály alkalm azásával le­
vezethetők, konstans 0  értékűek.

Készítsük el most az (Al.) axióm a egy speciális esetének 
érték táb láza tá t:

206

Azt találtuk, hogy az (Al.) axióm a értéktáblázatában a 2 is 
előfordul (méghozzá kétszer), tehát ez nem konstans 0  értékű 
formula. Ebből következik, hogy az (Al.) axióm a nem vezet­
hető le a másik két axióm ából a leválasztás! szabály alkal­
mazásával, tehát független a másik két axiómától.

9. A halm azalgebrával az I. fejezetben foglalkoztunk. 
Részletesen vizsgáltuk az u ,  a n  és a kom plem enterképzés 
műveletének (ott felülhúzással jelöltük) azonosságait. Az I. 
fejezet 4. gyakorlatában igazoltuk, hogy teljesülnek a 
(B1.)-(B4.) és (B5.), (B6 .) axiómák. Az I. fejezet 5. gyakorlatá­
ban a  (B7.) és (B8 .) axióm ákról m utattuk  meg, hogy érvénye­
sek a halm azalgebrában. Még a (B9.) és (BIO.) axióm ák érvé­
nyességét kell igazolni.

Jelölje U az alaphalm azt. Az I. fejezet 6 .d )  gyakorlata sze­
rint tetszőleges A a  U-ra AntA = 0, az u  műveletre viszont a 
definíció alapján tetszőleges B ez U-ra

0 u B  =  B.

Ez azt jelenti, hogy (B9.) is teljesül.
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Az l. 6. c)  gyakorlat szerint tetszőleges A a  U-ra 

A kjÁ  =  U,

a n  művelet definíciója szerint pedig tetszőleges B e  U-ra 

U n B  = B.

A (BIO.) axióm a is teljesül tehat.

Mivel egy halmaz részhalm azainak halm azalgebrájában a 
(B l.H BlO .) axióm ák igazak, ez a struktúra egy Boole-al- 
gebra.

10. Tegyük fel, hogy y e A , y i = 0 .  \\& y atom , akkor az állí­
tás igaz, hiszen nyilván yczy.  Ha y nem atom , akkor van 
o ly a n y jG ^ , hogy #=0, Vi c y  és Vi =^y. Ha y, atom , akkor 
készen vagyunk, ha nem, akkor van olyan ^ 2  ^ hogy 
>’2=^0, és y j ^ y i ,  de akkor a 14. c )  gyakorló feladat
szerint ^ 2  is igaz. H a >>2 atom , akkor az állitás igaz. H a i’2 

nem atom , akkor egy újabb, y j elemmel folytatódik az okos­
kodás. így k lépés után (ha előbb nem kapunk atom ot) elju­
tunk a következő alakú lánchoz:

y k ^ y k - i ' -yi<=y2^yi<=y.
ahol az y, elemek páronként (és y-tól is) különböző elemei A- 
nak. Mivel /l-nak n eleme van, igy legfeljebb a /c =  n — 1 érté­
kig ju thatunk  így el. H a a lánc utolsó eleme, akkor y  ̂ már 
atom  és ykCy, ahogy állítottuk.

11. Tegyük fel, hogy x e A  atom  és y e A  tetszőleges. 
Könnyen igazolható, hogy (xny) c  x, ezért vagy x n y  =  x, 
azaz x c y ,  vagy x n y  =  0 .

Azt is m egm utatjuk, (xny) c  x valóban igaz. Azt elég iga­
zolni, hogy (x n y )u x  =  x, ez viszont éppen a (B7.) axióma 
szerint igaz.

12. a ) Azt fogjuk igazolni, hogy x e / ( y u z )  akkor és csak 
akkor igaz, ha x e  / (y )u / (z ) .  Tegyük fel, hogy x e  /(yu z) ,  
ekkor x c y u z .  A 11. feladat szerint mivel x atom , ezért
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x c y  vagy x n y  =  0  és 

x c z  vagy x n z  =  0 .

H a m indkét esetben a m ásodik lehetőség áll fenn, akkor

(x n y )u (x n z )  =  x n (y u z )  =  0

lenne, ellentétben a feltevéssel. így vagy x c y ,  azaz x e / ( y ) ,  
vagy x c z ,  azaz x e / ( z )  teljesül, de akkor

x e / ( y ) u / ( z )

igaz a halm azalgebrai u  definíciója szerint.
Tegyük fel, hogy x e / ( y ) u / ( z ) .  Ekkor vagy

x e / ( y ) ,  azaz x c y ,  vagy 
x e / ( z ) ,  azaz x a z  igaz.

Mivel y c y u z  és z c y u z  is igaz, így a c  tranzitivitása m iatt 
x c y u z ,  azaz x e /(y u z ) .

h)  Tegyük fel, hogy x e / ( y n z ) ,  azaz x c y n z  és x atom. 
Mivel y n z c y  és y n z ^ ^ z  (I. a 11. feladat megoldását), ezért 
x c y ,  azaz x e / ( y )  és x c z ,  azaz x e / ( z )  is igaz, tehát

^ e / (y )^ /( z ) .
Tegyük fel, hogy x e  /(y )n /(z ) .  Ekkor x e /(y ), azaz x c  y, 

és x e / ( z ) ,  azaz x c z  is teljesül. Ebből azonban x c y n z ,  
azaz X e / ( y n z )  következik.

c)  Tudjuk, hogy tetszőleges y e A-ra y<^I (B9'.), ebből kö­
vetkezik, hogy / ( / )  az összes ^-beli atom ot tartalm azó hal­
maz.

Tegyük fel, hogy x e / ( l y )  és ugyanakkor x e  / (y )  is igaz. 
A 12. b)  feladat eredménye szerint ekkor

x e f ( - \ y ) n f ( y )  = / ( “ ly n y ) =  /(O),

tehát x cO , de akkor x =  0, ami nem lehet. így ha az x ^-beli 
a tom ra x e / ( “ ly) teljesül, akkor csak x e / ( / ) - / ( y )  állhat 
fenn.
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M egfordítva, teg y ü k 'fe l, hogy x e f { I ) - f { y ) .  Ekkor 
^ ^ f ( y )  tehát x n y  =  0, mivel x atom . Tegyük fel azt is, az ál­
lítással ellentétben, hogy x ^ f { ~ ] y ) ,  ekkor x n - |> ’ =  0 . 
Ezekből következik, hogy

0  =  (x n y )u (x n  Hy) =  x n (y u H j^ ) =  x n /  =  x, 

ami ellentm ondás, tehát x e  f ( ~ \ y )  fennáll.

d) Tegyük fel először, hogy y = z ,  ekkor az f  definíciója 
szerint nyilván f ( y ) = f { z )  is teljesül. Megfordítva, tegyük fel, 
hogy f ( y ) = f { z )  és y ^ z .  Ebből a feltevésből ellentm ondásra 
kell ju tnunk . Mivel y i - z ,  az y c z  és z c y  közül valamelyik 
hamis, tegyük fel például, hogy y c z  nem igaz, tehát 
y n z  y. Ebből következik, hogy vn  n '  ^  0 (mert ha 
y n z  =  0  lenne, akkor

y n z  =  (yr\z)yj{yc\ í z )  =  y^^(zu~]z)  =  y n l  = y

lenne, ellentétben a feltevéssel). A 10. feladat eredménye sze­
rint ekkor van olyan x atom , hogy x c ry n  ~lz, tehát

x e f { y n ~ \ z )  = f ( y )n f ( ~ ]z ) ,

azaz x e f ( y )  és x e / ( n z )  =  f ( I ) - f { z ) ,  vagyis x ^ / ( z ) .  Ez­
zel ellentm ondásra ju to ttunk , tehát csak az y = z  eset állhat 
fenn.

13. A feladat megoldása közvetlenül adódik az előző fel­
ada t eredményéből. Az A és az A'  összes részhalm aza között 
a leképezést értelmezzük így;

X 6  ^ -h o z  rendeljük hozzá /(x )c= ^ '-t, ahol /  a 12. feladat­
ban definiált leképezés. A  Í2.d) szerint ez egy-egy-értelmű és
a), b), c )  szerint művelettartó.

Eredményünk azt jelenti, hogy minden vécjes Boole-algebra izomorf egy 
halmaz összes részhalmazainak algebrájával. Végtelen Boole-algebrák ese­
tén egy kissé gyengébb állítás igazolható. Ehhez azonban további, mélyebb 
halmazelméleti eszközökre lenne szükség, igy ezt itt nem tárgyaljuk.

2 1 0

14. Az előző feladat eredménye szerint m inden véges 
Boole-algebra izom orf egy halm az összes részhalm azának 
algebrájával, tehát a Boole-algebra alaphalm azának annyi 
eleme van, mint a megfelelő halm az részhalm azainak száma. 
Az I. fejezetben igazoltuk, hogy egy véges, k elemű halm az­
nak 2* részhalm aza van, ezért a Boole-algebra alaphalm azá­
nak is ennyi eleme van.

15. Ebben az esetben az alaphalm az elemeit is könnyen 
felsorolhatjuk:

A = {\,  2, 3, 5, 6 , 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210}.

Először is világos, hogy az így definiált műveletek nem ve­
zetnek ki az alaphalm azból, bárm ely két ^-beli elem legki­
sebb közös többszöröse, legnagyobb közös osztója, bárm e­
lyik /4-beli elem kom plem enter osztója is /1-beli. Ellenőriz­
nünk kell, hogy az így definiált műveletek kielégítik a 
(Bl.)-(BIO.) axióm ákat.

A legnagyobb közös osztó és legkisebb közös többszörös 
tulajdonságaiból következik, hogy a műveletek kielégítik a 
(B1.)-(B4.) axióm ákat.

A (B5.) axióm a teljesülését a következőképpen igazolhat­
juk. Használjuk fel, hogy két (vagy több) szám legnagyobb 
közös osztóját, ill. legkisebb közös többszörösét úgy számít­
hatjuk ki, hogy a szám okat felírjuk prím szám hatványok 
szorzataként, és a legnagyobb közös osztó prímtényezős elő­
állításába minden prím szám ot a kitevők minimumával, a 
legkisebb közös többszörösbe pedig a kitevők m axim um á­
val m int kitevővel veszünk be. Azt kell igazolnunk, hogy tet­
szőleges a, b, c e  A esetén

(a ;[ f c ;c ] )= [ ( « ;b ) ; ( ö ;c ) ] .

Legyen a =  2"‘ • 3 - - 5 « - 7 -  b = V ' és 
c =  2 ^' • 3 “  • 5 “  • T \  ahol Xj, yi és Z; értéke is 0  vagy 1 lehet.
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Ekkor az előző megjegyzés szerint a bizonyítandó egyenlő­
ség bal oldalán álló természetes szám prím tényezőinek kite­
vője:

m i n ( x i ,  m a x ( y i ,  z , ) )  ( /  =  1 ,  2 ,  3 ,  4 ) ,

míg a jobb  oldalán álló természetes számban az egyes prí­
mek kitevői:

max (min ( x „  y , ) ,  min ( x , - ,  z)) {i =  1 ,  2 ,  3 ,  4 ) .

A m inim um  és a maximum tulajdonságaiból nyilvánvaló, 
hogy a megfelelő kitevők megegyeznek, tehát a két oldal va­
lóban egyenlő. Teljesen hasonló m ódon igazolható a (B6 .) 
axióm a teljesülése is.

A (B7.) axióm át is fogalmazzuk át: tetszőleges a, h e  A-ra

í i a ;  h); h] =  h.

E z  nyilván igaz, hiszen (a; h) osztója h-nek, így legkisebb kö­
zös többszörösük nyilván h. Teljesen hasonlóan látható be 
(B8 .)-ról, hogy teljesül.

Érdemes megjegyezni, hogy eddig nem használtuk ki lé­
nyegesen /1 -nak azt a tulajdonságát, hogy elemei éppen 
2 1 0 -nek, egy olyan számnak az osztói, amelynek a prím té­
nyezős előállításában a  prímszámok legfeljebb első hatvá­
nyon szerepelnek. Az ilyen tulajdonságú természetes számot 
négyzetmentes számnak nevezik. Az A alaphalm aznak erre a 
tulajdonságára a (89.) és (BIO.) teljesülésének igazolásakor 
lesz szükség.

Vizsgáljuk (B9.)-et és (BlO.)-et. Mivel 210 négyzetmentes 
szám, nyilvánvaló, hogy tetszőleges a e  A-ra

a;

a;

210
a

210
a

\
= 1 

=  210.

es

2 1 2

Ebből m ár nyilván következik (B9.) és (BIO.) fennállása.
Érdemes észrevenni, hogy a feladat állítása 2 1 0  helyett te t­

szőleges négyzetmentes szám ra is igaz.
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V. ELSŐ RENDŰ LOGIKÁK ÉS 
ALKALMAZÁSAIK

1. Relációk és kvantorok

Vizsgáljuk meg és elemezzük a m atem atikakönyvek­
ből kiválasztott következő bizonyításokat;
(I) „Tétel. H a két egyenes olyan, hogy minden sík, amelyik 
az egyiket metszi, metszi a m ásikat is, akkor a két egyenes 
párhuzam os.

Bizonyítás. Azt kell belátnunk, hogy ha a és ilyen tulaj­
donságú egyenesek, akkor sem metszők, sem kitérők nem 
lehetnek.

a) Ha a és b metszik egymást egy P  pontban, akkor egy Sj 
síkot határoznak meg. Legyen a Q pont az Sj síkon kívül, 
e  és a  egy S  síkot határoz meg. Ez az S sík illeszkedik a-hoz, 
viszont metszi b-t, m ert egyrészt P közös pontjuk, másrészt 
S  nem illeszkedik b-hez, hiszen akkor az a, b egyenesek 
mindegyikét tartalm azná, és ezért Sj-gyel azonos volna, ami 
lehetetlen, m ert Q nincs Sj-ben.

b) Ha a és b kitérők, akkor fe-nek egy B pontja a-val 
együtt egy S  síkot határoz meg. S illeszkedik a-hoz, viszont 
metszi b-t, m ert egyrészt B  közös pontjuk, másrészt S  nem il­
leszkedik b-hez, hiszen akkor a kitérő a és b egyenesek egy 
síkban volnának.

M indkét esetben találtunk  olyan 5  síkot, amelyik azt m u­
tatja, hogy a és b nem  rendelkezik a tételben kim ondott 
tulajdonsággal.”
(II) „H a a többszöröse fe-nek, akkor a és b közös osztóinak 
összessége egybeesik b osztóinak összességével; speciálisan 
(a-b)  =  b.

Valóban, a és b m inden közös osztója m agának 6 -nek is. 
Fordítva, ha a többszöröse b-nek, akkor b m inden osztója 
osztója a-nak is, vagyis közös osztója a-nak és b-nek.  így a és
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b közös osztóinak összessége egybeesik b osztóinak összessé­
gével. M inthogy b legnagyobb osztója m aga b, tehát (a;b) =
=  b r

M indkét bizonyítás olyan, hogy eddigi eszközeinkkel nem 
tudjuk pontosan elemezni a szerkezetét. Az (I) bizonyítás 
tarta lm át átgondolva kiderül, hogy egy jól m eghatározott 
halmaz, a tér pontjai, egyenesei és síkjai által alkotott hal­
maz elemei közti kapcsolatokról, relációkról szól. Ilyen relá­
ciókról van szó benne, mint példáu l: „az x egyenes metszi az 
y síkot”, „az X egyenes párhuzam os az y  egyenessel”, „az x  

és y egyenesek m etszők”, „az x  és y  egyenesek kitérők”, „az x  

egyenes illeszkedik az Y sikra” stb. Ezek az idézőjelbe írt 
m ondatsém ák vagy más néven nyitott m ondatok önm aguk­
ban sem nem igazak, sem nem hamisak. Igaz vagy hamis 
m ondatot úgy kapunk belőlük, ha a bennük szereplő válto­
zók (jobb szóval „helypótlók”) helyére konkrét egyenesek, 
ill. síkok nevét helyettesítjük. így ezek a nyito tt m ondatók 
vagy másképpen predikátum ok olyan függvényeknek tekint­
hetők, amelyek egy halm az elemein, ill. elem párjain vannak 
értelmezve, és ezekhez az igaz vagy hamis logikai értékeket 
rendelik.

Hasonló a helyzet a (II) bizonyítás esetében is. Itt a lap­
halm azként kínálkozik a természetes számok halm aza 
(N =  { 0 ,1 ,2 ,.. .,  n , ...}). A predikátum ok vagy nyitott m on­
datok például a következők: „ x  osztója y-nak”, „ x  és y közös 
osztója z ” , „ X  többszöröse y-nak”, „ x  legnagyobb osztója >>” 
stb.

A bizonyítás elemzésekor még egy összetevőt vehetünk 
észre. Fontos szerepük van az ilyen jellegű m ondatrészek­
nek: „minden egyenes...”, „van olyan S s ík ...”, „minden közös 
osztó .. .”, „a minden osztó ja.. .” stb. Ezek a nyelvi kifejezések 
olyan műveleteket jelölnek, amelyeket predikátum okon haj­
tunk  végre, a művelet eredménye pedig igaz, hamis vagy nyi­
to tt m ondat lesz. Ezeknek a pontos definíciójára ham arosan 
visszatérünk.

215



A m atem atikai bizonyítások, következtetések „finomszer- 
kezetének” elemzése szem pontjából is fontos logikai eszkö­
zök vizsgálatát kétféle szem pont szerint közelitjük meg. Egy­
részt szemantikai, tartalm i szempontból vizsgáljuk most a 
predikátum okat, relációkat, a rajtuk végzett műveleteket, és 
a későbbiek során m ajd még visszatérünk a szemantikai 
vizsgálattal párhuzam os, szintaktikai, formális vizsgálatra is. 
Ezt a vizsgálatot ahhoz lehetne hasonlítani, am ikor egy m a­
tem atikai állítást pontosan akarunk megfogalmazni, pl. az 
algebra vagy a geom etria nyelvén.

A relációk definíciója előtt szükségünk lesz néhány hal­
mazelméleti fogalomra.

H a ado tt egy A és egy B  halmaz, akkor A x B-vel jelöljük 
és a két halm az direkt vagy Descartes-szorzatának nevezzük 
a két halm az elemeiből képezett rendezett párok halm azát:

A x B = { { a , h ) \  a e A , h e B } .

Abban a speciális esetben, am ikor A ^ B , a z A x  A helyett rö­
videbben az A^ jelölést is használjuk.

Á ltalánosan, ha adott k számú halm az: Ai ,  A j , ..., A^, ak ­
kor A 1 X A 2 X . . . X  / 1^-val jelöljük és az ^ 2 . • • \  halm a­
zok direkt vagy Descartes-féle szorzatának nevezzük az ösz- 
szes olyan rendezett íc-asok halm azát, amelyeknek kom po­
nensei sorra az A^, A j , - . . ,  A,, halm azából valók:

A ^ x  A 2 X . . .X  A^ =

=  {(öl, Ü2 , ■ ■., flfc) I e  A{, í =  1, 2 ,. . . ,  k].

Abban a speciális esetben, am ikor Ai  = A 2 = ... = A^ = A, az 
A x  A x ...  X A  halm azt röviden így je lö ljü k : A'‘.

Gyakorló feladatok

1 . Tegyük fel, hogy M | =  n és |B | =  í;. Á llapítsuk meg A x B  elemeinek
sz á m á t!
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Ha 1/41 =  n, akkor a párok első kom ponensét /i-féleképpen választhat­
juk. Mivel \B\ = k, m inden első kom ponenshez még k da rab  különböző 
m ásodik kom ponens választható. Ez tehát azt jelenti, hogy összesen n • k 
különböző  rendezett párt tudunk képezni az /I és fí halm az elemeiből, 
tehát

\ A x  B\ =  n-k.

Abban a speciális esetben tehát, am ikor A = B és \A \ = n,

\A^\ = n\
2. Legyen \A^\ = n,.  {A^l = ríj....... \A, \  = n,. Á llapítsuk meg A ^ x

X A 2 X ... X A,  ̂ elemeinek szám á t!

Megoldás:

Megoldás:

Az előző feladat szerint k = 2 esetén a szorzathalm az elemeinek szám a a 
tényezők elemei szám ának szorzata, k-r'd vonatkozó teljes indukcióval iga­
zoljuk, hogy ez az állítás A > 2  esetén is igaz. Mivel tudjuk, hogy az állítás 
k = 2 -re fennáll, elég m egm utatni, hogy k > 2  esetén ( k - \ ) - r ő \  öröklődik 
/.-ra is. Tegyük fel, hogy ( k - \ ) - rQ  igaz az állítás. M egm utatjuk, hogy ebből 
következik az állítás k-ra is.

Nyilvánvaló, hogy 'dz A,  x A 2 X ■■■ x A^_  ̂ x A^ halm aznak ugyanannyi 
eleme van, mint a z  (/4, x x ... x ,) x halm aznak, hiszen a két hal­
maz elemei között kölcsönösen egyértelm ű megfeleltetés létesíthető a kö­
vetkező m ódon: az

(^1 , ^ 2 ___a , ^ ) e  A ^ x  A 2 X  . . . X  A ^ _ ^ x  A, ^

elemnek megfeleltetjük az

((í/l, Ű2, X /I 2 X ... X / l^ _ ,)x

elemet. Azt m ár tudjuk, hogy

|(/4, X /1 2 X ...X /I^ _ ,)X /1 J  =  1/1, X / l 2 X . . .X / l ^ _ l | | / Í J .

Az indukciós feltevés szerint

| / 4 j X / l 2 X . . . X / l | ^ _ j l  =  l ^ i l l ^ 2 l ’ ' ‘ l ' ^ k - l l ’

így tehát

1/1, X /I 2 X . . .X / I J  =  | / 1 ,1 M 2 |. . - M J  =  n , n 2 -..n,.

217



Térjünk vissza még röviden a példaként választott (II) bi­
zonyításban szereplő predikátum okra. Az alaphalm az az N, 
a természetes számok halmaza. Láttuk, hogy például az „x 
osztója / ’ nyitott m ondat két változója helyére N  elemeit 
helyettesítve igaz vagy hamis állításokat kapunk. Úgy te­
kinthetjük tehát a predikátum ot, hogy az N  x N  halm azt le­
képezi az igaz, hamis logikai értékek halm azába, az {i, h] 
halmazba. A predikátum ot egyértelműen jellemezhetjük az 
N X  N halm aznak azzal a részhalmazával, amelynek elemei­
hez az igaz logikai értéket rendeli. M egállapodunk abban, 
hogy az N X IN halm aznak ezt a részhalm azát az „x osztója 
v” relációnak nevezzük.

H asonló módon, az „x és y  közös osztója z”-t nyitott 
m ondatként tekintve, az x, 3; és z helyére N  elemeit helyette­
sítjük. így igaz vagy hám is állításokat kapunk. A predikátu­
m ot ebben az esetben is egyértelműen jellemezhetjük az 
N X N X N  =  halm aznak azzal a részhalmazával, amely­
nek elemeihez az igaz logikai értéket rendeli hozzá. Az 
halm aznak ezt a részhalm azát az „x és y közös osztója z” re­
lációnak nevezzük.

H arm adik példaként az (I) bizonyításból válasszunk ki 
egy nyitott m ondatot: „az x egyenes illeszkedik az Y  síkra”. 
H a E  jelöli a tér egyeneseinek, S  a síkoknak a halm azát, ak ­
kor itt is nyilvánvaló, hogy az x helyére E, Y  helyére S eleme­
it helyettesítve igaz vagy hamis állításokat kapunk. A megfe­
lelő predikátum ot ismét egyértelműen jellemezhetjük az 
E x S  halm aznak azzal a részhalmazával, amelynek elemei­
hez az igaz logikai értéket rendeli, ezt a részhalm azt az „x 
egyenes illeszkedik az Y  síkra” relációnak nevezzük.

Végül még egy példaként alaphalm aznak válasszuk az 
N  halm azt és predikátum nak az „x prím szám ” nyitott m on­
dathoz tartozót. Világos, hogy itt x helyére N  elemeit helyet­
tesítve igaz, ill. hamis állításokat kapunk és az „x prím szám ” 
relációt azonosíthatjuk a prím szám ok halmazával, 3 7 ^ ) 7
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N-nek azzal a részhalmazával, amelynek elemeire a nyitott 
m ondat igaz lesz.

Definícióként általában m egállapodunk abban, hogy ha 
/4 i, A 2 , - - ; A ^  tetszőleges nem üres halmazok, akkor az 
A i X  A 2 ^ - . - x  halmaz tetszőleges q részhalmazát az 
Ai ,  A 2 , - - ;  A^ halmazok elemei között értelmezett k-változós 
relációnak nevezzük.  A m egállapodás szerint tehát a m ate­
m atikában tetszőleges g c z A ^ x  A 2 ><---x Â  ̂ egy /c-változós 
reláció. Azt m ondjuk, hogy az a ^ e A i ,  0 2 ^  A 2 , ■ ■ ■, ai^e Ai  ̂
elemek között fennáll a q reláció, ha

{ül, a2,-. . ,  a^)eQ,

és nem áll fenn a g reláció, ha

(űi, Ü2 , afc)^ő.

Az alkalm azásokban igen gyakori eset, hogy /l, =  /I 2 =  
=  . ..  =  >1  ̂ =  /l. Ekkor a QClA'‘ halm azról azt mondjuk, 
hogy az A halm azon értelmezett /c-változós reláció.

Megjegyzések.  1. Szokás a reláció fogalm át a következő rendezett pá r­
ral is definiálni: (^, x A 2 X ■ ■ ■ x  ahol g c ^ A i x A j X . - . x A f ^  és 
A ^ , Af  ̂ egyike sem üres. Ebben az esetben ^-t a reláció grájjának neve­
zik.

2. Egy másik, szintén szokásos definíció a relációra a következő: 
az A 2 . . • ne m üres halm azok elemei között értelm ezett ^ reláció 

olyan függvény, amely 2lz A ^ x  A i X  ...  x A^ halm azt az [i, h} logikai érté­
kekből álló halm azba képezi le. Rövid jelöléssel:

q:A^x A2X. ..x A,^^ [Uh].

Ezt a definíciót o lyankor használják, am ikor a függvényt alapfogalom nak 
tekintik , vagy legalábbis nem a reláció fogalm ára vezetik vissza.

Az így definiált relációt néha logikai függvénynek is nevezik (ti. olyan 
függvény, am elynek értékei logikai értékek). Ezt a definíciót több  ízben ne­
künk is kényelmes lesz használni.

M indkét most em lített definícióról nyilvánvaló, hogy ekvivalens az el­
sőként m egadott definícióval.
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3. H atározzuk meg az A véges halm azon értelm ezett 

ü ) kétváltozós,
h)  A'-változós relációk szám át, ha |/1 | = n.

Gyakorló feladatok

Megoldás:

a)  Tudjuk, hogy ha \A \ =  akkor \Á^\ = n^. Az A halm azon annyi 
kétváltozós reláció adható  meg, ahány részhalm aza van A^-nek.  Az I. feje­
zet 1. feladata szerint A^-nek  2”  ̂ részhalm aza van, tehát az A halm azon 
összesen 2”  ̂ kétváltozós reláció van.

h)  Mivel I/l'^l =  Így az ű j részben követett gondolatm enet szerint az 
A halm azon 2"'" számú /i-változós reláció van.
4. Tegyük fel, hogy | / I , | =  ?̂i, | / I 2 1 =  ^ 2

ző reláció van az A^, A 2 .......halm azok elemei között?
=  n .̂ Hány különbö-

Megoldás:

Mivel a 2. gyakorló feladat eredm énye szerint

|/4j x / l 2 X . . .x / l ^ |  =  n^n2 - ■
és annyi különböző reláció ad h ató  meg az /Ij, / I 2 , ■ . A,  ̂ halm azok elemei 
között, ahány részhalm aza van az A  ̂ x / I 2 x . ..  x halm aznak, ezért a re­
lációk szám a:

2«i ”2. •

A bevezető példákban láttuk, hogy a „m inden.. és a 
„van o lyan .. kifejezéseknek is fontos szerepük van a m ate­
m atikai állítások szerkezetében. A „m inden ...” rövid jelölé­
sére bevezetjük a következő szim bólum ot: V, a „van 
o ly a n . je lö lé s é r e  pedig a 9 jelet. Ezeket így olvassuk: V: 
„m inden”, 3: „van olyan”.

A logikában a V-t univerzális (általános) kvantorjelnek, a 
3-t egzisztenciális (létezési) kvantorjelnek hívjuk. A kvantor 
szó arra  utal, hogy a jelek az utánuk álló kifejezések mennyi­
ségére vonatkoznak. Egyelőre rövidítésként használjuk eze­

2 2 0

két a jeleket és pontos logikai értelm ükre ham arosan vissza­
térünk.

Az eddigi eszközeinkkel megfogalmazhatunk egy olyan 
nyelvet, amelyen m ár ki lehet fejezni a m atem atikai bizonyí­
tások, állítások „fmomszerkezetét”. Előkészítésként nézzünk 
két példát.

írjuk le a következő számelméleti állítások pontos szerke­
zetét :

a ) „M inden prím szám nál van nagyobb” (azaz a prím szá­
mok szám a végtelen);

h ) „M inden a és h pozitív egész számhoz van olyan q és r 
természetes szám, hogy r < h  és a = h ■ q + r."

Az  a)  állítás vizsgálatakor látható, hogy célszerű bevezet­
ni egy jelölést a „prím szám ” egyváltozós relációra vagy tu ­
lajdonságra. Legyen ez P és a szokásos m ódon használjuk 
a természetes számok körében értelmezett <  reláció jelét. 
Ezekkel és logikai jelekkel igy írhatjuk le az a j  állítás szer­
kezetét:

Vx(P(x) 3y{x < y A P(y)).

A kapott jelsorozatot így o lvassuk: minden x-re igaz, hogy 
ha P{x) (azaz x prím), akkor van olyan y, hogy x kisebb y-nál 
és P{y) (azaz y  is prím). Látható, hogy éppen az a)  állítást 
kaptuk, kicsit körülm ényesebben, de pontos, világos logikai 
szerkezettel megfogalmazva.

A b )  állítás szerkezetét a következő jelsorozattal írhat­
juk  le:

VűV/)((a > 0  A  /)>0) -*■ 3 <5f3 r(r < h  f\ a = h -q  + /-)).

Ebben és az előző állításban is az x, y, a, h, q, r szimbólumok 
változójelek. Példáinkban ezek a természetes számok N 
alaphalm azára vonatkoznak.

L átható  tehát, hogy m atem atikai állítások logikai szerke­
zetének leírásához a következő típusú jelekre van szüksé­
günk: változójelek, konstansok jelei (pl. 0 ), függvényjelek (pl.
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+  ,•), relációjelek (pl. P, < ,  = ), logikai jelek (pl. ~|, a , -»■, V) 
és zárójelek (ezeket segédjeleknek hívjuk). Világos, hogy a 
m atem atika más területein (pl. a geom etriában, az analízis­
ben) az állítások szerkezetének leírásához más függvényjele­
ket, ill. relációjeleket is be kell venni a nyelvbe, ill. ugyan­
azok a jelek más relációkat, ill. függvényeket jelölhetnek. 
Fontos m egkülönböztetni egymástól a  következőkben a re­
lációkat és relációjeleket, ill. a függvényeket és függvényjele­
ket, általában a jeleket és a je lö lt objektum okat. Először fog­
lalkozzunk m ost a jelekkel m agukkal, azaz a logikai nyelv 
szintaktikájával (alaktanával), így tehát a nyelv formai szer­
kezetét kell tisztázni. A jelek, jelsorozatok jelentésével, értel­
mével később foglalkozunk.

Elsőrendű nyelvnek fogjuk nevezni a következő típusú je­
lekből álló jelhalm azt:

változójelek (x, y, z, x ,, z, stb.); 
konstansjelek;
függvényjelek ( f  g , h , . . .), mindegyik függvényjelhez előír­

va gondoljuk, hogy hány változós függvényt jelölhet;
relációjelek {P, Q, R , ...), mindegyik relációjelhez itt is elő­

írva gondoljuk, hogy hány változós relációt jelölhet; 
logikai jelek ( n ,  a ,  v , 3, V);
segédjelek (( „kezdőzárójel”, ) „végzárójel” és , „vessző”). 
Egyelőre nem rögzítjük le pontosan a változójeleket, 

konstansjeleket, függvényjeleket, relációjeleket. Ezek nyelv­
ről nyelvre változhatnak és a nyelv konkrét célra való alkal­
m azásakor mindig rögzítjük ezeket. Úgy tekinthetjük, hogy 
m ost egyszerre egy „nyelvcsaládot”, sok konkrét nyelvet 
vizsgálunk. M inden nyelvhez hozzátartoznak m ajd a válto­
zójelek, a logikai jelek és a segédjelek.

A nyelv jeleiből „értelmes” jelsorozatokat akarunk készí­
teni, ezekkel akarjuk a m atem atikai állítások szerkezetét le­
írni. Két, különböző jellegű értelmes jelsorozatra lesz szük­
ségünk. A kifejezésekre (ilyenek pl.: / ( x ,  y, z), 0, x-t-y) és a 
form ulákra (ilyenek pl.: P(x), V x3yx<y, x  = y).
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Kifejezések a következők lehetnek: bármely változójel, 
bárm ely konstansjel, végül bármely olyan jelsorozat, amely 
függvényjellel kezdődik és azután zárójelben, vesszőkkel el­
választva annyi kifejezés következik, ahány változós függ­
vényjelről van szó (kétváltozós függvényjelek esetében gyak­
ran /(/C], /cj) helyett ezt írjuk: /c 1/^ : 2 )-

A formulák  „építőkövei” a prímformulák. Ezek egy reláció­
jellel kezdődnek és ezután zárójelben annyi kifejezés követ­
kezik -  vesszőkkel elválasztva -  ahány változós relációjelről 
van szó (kétváltozós relációk esetén R{ki, k 2 ) helyett gyak­
ran ezt írjuk: k i R k 2 ).

H a a és ^  formulák, akkor (H a), ( k a P), (avP) ,  (a->^) és 
(a<->/3) is formulák.

Végül, ha a formula és x egy változójel, akkor Vxoc és 3xa 
is formulák.

A legkülső zárójelet rendszerint elhagyjuk a form ulából és az egymás 
után  a lkalm azott n  jeleket is elég egy zárójellel jelölni (pl.: 3x P(x ) a 
A ^xQ(x)  vagy n  ~](P{x, y) -> R(x. z))).

Foglalkozzunk most a formulák és kifejezések értelmével, 
jelentésével! Világos, hogy egy nyelvet azért hozunk létre, 
hogy valamiről beszéljünk ezen a nyelven. Az elsőrendű 
nyelv jeleinek értelmét, interpretációját a következőképpen 
adhatjuk meg. Először is meg kell m ondanunk azt az A a lap­
halm azt, amelynek elemeiről szólnak az állítások (pl. a ter­
mészetes számok N  halmaza). Erről mindig kikötjük, hogy 
nem üres. A változójelek az A elemeiből vehetik fel értékü­
ket. A konstansokról rögzíteni kell, hogy az A alaphalm az 
melyik elemét jelölik. A nyelv függvényjeleihez is ki kell je ­
lölni sorra egy-egy A halm azon értelmezett, A-beli értékeket 
felvevő konkrét függvényt, am it az ado tt összefüggésben ez a 
jel jelöl. Természetesen mindig ügyelni kell arra, hogy annyi 
változós függvényt jelöljünk ki, ahány változós függvényjel­
ről van szó (pl. a -I- jelölje az N-en értelmezett összeadást).
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H asonlóképpen, a nyelv relációjeleihez hozzárendelünk az 
A halm azon értelmezett, megfelelő változós relációkat. Ezzel 
m egadtuk a nyelv jeleinek értelmét.

A kifejezések jelentését most m ár könnyen m egadhatjuk. 
Bármelyik konkrét kifejezés értéke -  ha ideiglenesen a válto­
zók értékét is rögzítjük -  nyilván egy / 1-beli elem lesz.

A formulák értékének kiszám ításakor a következőképpen 
járunk  el. A prím form ulákról -  bármely rögzített változóér­
tékek mellett -  el tudjuk dönteni, hogy igaz vagy hamis érté­
ket vesznek-e fel. A n ,  a , v , műveleti definicióinak 
felhasználásával az ezekkel a műveletekkel felépülő formu­
lák logikai értékét is meg tudjuk határozni, ha ismerjük a 
kom ponensek logikai értékét. Egy Vxa alakú formula értéké­
nek m egállapításakor a következő m ódon járunk el. Meg­
vizsgáljuk az a formula értékét az x változó minden szóba 
jöhető  értékére, és ha ez mindig igaz, akkor Vxot értéke le­
gyen igaz, egyébként pedig hamis. Egy 9xa alakú formula ér­
tékét így állapítjuk meg: az a formula értékét megvizsgáljuk 
az x változó minden szóba jövő értékére. Ha ez mindig ha­
mis, akkor 3 xa értéke legyen hamis, egyébként pedig igaz.

Gyakorló feladatok

5. Válasszuk példaként azt a nyelvet, amelyben a segédjeleken és logikai 
jeleken kivül egyetlen kétváltozós relációjel van; < . A nyelv következő 
form uláit vizsgáljuk:

a)
b)

c)
d)

M x 3y { x  <  y) ;  

3x \ / y ( x  ^  

3 y y x ( x  ^  y);  

y y l x i x  <  y ) \  

\ ^x \ ^y3z ( x  <  y  ■

22 4

Állapitsuk meg a form ulák értékét a következő in terpretációk esetén:
(I) A laphalm az N és <  jelenti a term észetes számok szokásos rendezé­

sét,
(II) A laphalm az Q (a racionális szám ok halm aza) és <  jelenti a racio­

nális szám ok szokásos rendezését.

M egoldás :

Először az(I) interpretáció esetében állapitsuk meg a form ulák értékét!
a)  Az állítás igaz, azt fejezi ki, hogy m inden term észetes számnál van 

nagyobb (a természetes számok halm aza végtelen).
h ) Az állitás igaz, azt fejezi ki, hogy van olyan term észetes szám, am ely­

nél m inden más term észetes szám nagyobb, ilyen nyilván a 0.
c)  Az állítás hamis, mert nincs olyan term észetes szám, amelyik m inden 

másnál nagyobb.
(i) Az állítás hamis, mert a O-ra nem igaz, hogy van nála kisebb term é­

szetes szám.
e)  Az állítás hamis, mert vannak szom szédos term észetes számok, am e­

lyek között nincs másik.
A (II) interpretáció esetén:
a ) Az állítás igaz, mert minden racionális számnál van nagyobb racio­

nális szám.
h ) A z  állítás hamis, mert m inden racionális számnál van kisebb, nincs 

legkisebb racionális szám.
Az állítás hamis, mert nincs legnagyobb racionális szám.

cl) Az állítás igaz, mert minden racionális számnál van kisebb.
e) A z  állítás igaz, mert bárm ely két különböző racionális szám között 

van racionális szám (például a kettő  szám tani közepe).
Érdem es összefoglalni a két in terpretációban kapott logikai értékeket:

a)
i

(II)

h)
i
h

c)
h
h

cl)
h

e)
h

6. Egy elsőrendű nyelv jelei legyenek a következők: egy konstans jel: c, 
egy kétváltozós függvényjel: /  egy egyváltozós relációjel: P és egy kétvál­
tozós relációjel: továbbá a logikai jelek és a segédjelek. A nyelv követ­
kező kifejezéseit és form uláit vizsgáljuk:

a) /(.V, í );
h)  V.v3yP(/(.v, v));
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o  /(X . y) =  f {y .  x); 

cl) Vr3v'(,/'{.x, >■) =  ;),

A következő két in terpretációban adjuk meg a felsorolt kifejezések és fór- 
m ulák értékét:

(I) Az a laphalm az: D, : | 0 , 1, 2}, c, : 0, P , : [0, 2], =  jelentse az azonos- 
sagrelációt D n, azaz = ,  : ,'(0, 0), (1,1), (2, 2)j végül / ,-e t  a következő táb- 
lázattal definiáljuk;

J\
~Ö~

I

(II) Az alaphalm az: D , , ugyanaz, mint D ,, r , ,: 2, P , ,.  ̂
lentse az azonosságrelációt és /, ,-et a következő táblázattal értelmezzük

./l, 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

1 0 2 2

M  egoldás :

Válasszuk m ost azt az utat, hogy párhuzam osan értékeljük ki az egyes 
kifejezéseket, ill. form ulákat az (I) és (II) in terpretációban:

a) cv)
0
1

'̂l l)
0
2
2

h)  Először írjuk fel a P ( /(x , y)) form ulához tartozó  kétváltozós reláció­
kat az (I), ill. (II) in terpretációban, azaz soroljuk fel egy-egy halm az elemei­
ként azokat a. D x D elemeket, amelyre a form ula értéke igaz lesz:

v)) = {(0 , 0 ), (0 , 2 ), (1, 1), (2 , 0 ), (2 , 2 )},
v))= {(1, 1)}.

2 2 6

A b )  form ula értéke (Il)-ben igaz, m ert D m inden eleme előfordul első 
kom ponensként a relációban. A (II) in terpretációban h)  értéke hamis, mert 
itt a 0 és a 2 nem fordul elő első kom ponensként a relációban.

c)  A form ula ado tt x és y érték m ellett akkor és csak akkor igaz, ha az 
(x, y) és (y, x) helyen a függvény értéke egyenlő. A két párnak megfelelő 
függvényértékek a „főátlóra” szim m etrikusan helyezkednek el. így a for­
m ula értéke minden olyan helyen igaz, amelyre fennáll, hogy a „főátlóra” 
szim m etrikus helyeken ugyanazok az elemek állnak. Mivel f\ és f \ , definí­
ciója is olyan, hogy a táblázat a „főátlóra” szim m etrikus, ezért a form ula 
m indkét in terpretációban, minden x és y mellett igaz értékű lesz.

í/ j Itt ismét x-től függ a form ula értéke, amelyet az f\ és j \ , definíciójá­
ból á llapíthatunk meg:

X (I) (II)

0 / h
1 h i
2 h h

A gyakorló feladatokban kapott eredmények alapján vilá­
gos, hogy egy rögzített nyelv kifejezéseinek és formuláinak 
értéke lényegesen függ az interpretációtól, méghozzá nem 
csak az alaphalm aztól, hanem a konstansok, a függvényjelek 
és a relációjelek jelentésétől. H a egy adott interpretációt is 
rögzítünk, akkor a kifejezések értéke már csak a változók ér­
tékétől függ, így egy kifejezés egy rögzített interpretációban 
annyi változós függvényt ad meg, ahány változó szerepel a 
felépítésében. Azoknak a form uláknak az értéke, amelyek­
ben vannak olyan változók, amelyekre nem vonatkozik 
kvantor, szintén függ a változók értékétől (pl. a 6 . gyakorló 
feladatban c) és d )). Az olyan formulák értéke, amelyekben 
minden változójelre valamilyen kvantor vonatkozik, m ár 
rögzített, nem függ a változók értékétől, vagy igaz, vagy ha­
mis. Az ilyen formulák fejezik ki az állításokat (pl. az 5. gya­
korló feladat formulái, vagy a 6 . í?)). Ennek megfelelően ve­
zetjük be a következő elnevezéseket:

Egy kifejezésben vagy form ulában egy változó olyan elő­
fordulását, amelyre nem vonatkozik kvantor, szabadnak ne­
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vezzük, az olyan előfordulását, amelyre kvantor vonatkozik 
(másképpen, kvantor hatáskörében szerepel) kötöttnek ne­
vezzük.

Például a VxP(x) -> Q(x, >’) form ulában a!z x első és m ásodik előfordu­
lása kö tö tt, míg a harm adik előfordulása szabad (hiszen erre nem vo­
natkozik az univerzális kvantor); az y változó előfordulása szabad. A 
V.x(P(x)->'Q(x)) form ulában az x m inden előfordulása kötött.

Az olyan formulát, amelyben minden változó minden elő­
fordulása kötött, zárt formulának nevezzük, míg az olyan 
formulát, amelyben van szabadon előforduló változó, nyitott 
formulának.

Z árt form ulák pé ldáu l: Vx3v7?(x, v), Vx3vVz(/(x, >>) =  :); nyitott form u­
lák például: VxP(x) a  Q(x), / { x , y) = z, 3yR{x,  y) ,  Q^(x,  y ,  z).

Megjegyezzük még, hogy az „elsőrendű nyelv” és az „első­
rendű logika” elnevezésekben az „elsőrendű” jelző arra  utal, 
hogy ebben a nyelvben csak olyan kvantorokat használunk, 
amelyek változójelekre vonatkoznak (pontosabban, csak 
olyan változójelekre, amely változók az interpretációban az 
alaphalm az elemeiből vehetik értéküket). K idolgoztak olyan 
logikai nyelveket, am elyekben relációjelekre vonatkozó 
kvantorok is vannak. Ezekben természetesen olyan változó­
jelek is előfordulnak, amelyek tetszőleges relációkat jelent­
hetnek. Ezekkel ebben a könyvben nem foglalkozunk.

Feladatok

1. Igazoljuk, hogy tetszőleges B és C halm azokra fenn­
állnak a következő azonosságok:

a)  { A ^ B ) x C  = ( A x C ) ^ { B x C ) ;

b) { A n B ) x C  = { A x C ) n { B x C ) ;

c) { A - B ) x C  = { A x C ) - ( B x C ) .
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2. Egy elsőrendű nyelvben a logikai és segédjeleken kívül 
legyen egy kétváltozós függvényjel: / ,  és két kétváltozós relá­
ciójel : I és = . A nyelv egy interpretációjában legyen az alap­
halm az (a pozitív egész számok halmaza), /  jelölje a két 
szám legnagyobb közös osztóját, | az oszthatóság relációt és 
=  jelentése legyen az azonosság. Állapítsuk meg ebben az 
interpretációban a nyelv következő formuláinak logikai ér­
tékét:

a) Vx3y(x 1 y);

h) VxVj;(x 1 y);

c) 3x^y(x  1 y);

d) lx3y{x  1 y);

e) V.xVyVz(/(x, y) = z)-.

f ) Vx3 >’Vz(/(x, y) =  z);

fj) VxVz3y(/(x, y) = zy.

h) Vz3,x3y(/(x, y) = 4

3. A következő m atem atikai állítások logikai fordításának 
elkészítéséhez adjunk meg alkalm as elsőrendű nyelvet és ír­
juk fel az állítások logikai szerkezetét kifejező form ulákat:

a)  Minden, 1-nél nagyobb egész számnak van prím osz­
tója;

h)  Ha egy egyenes merőleges egy S síkra illeszkedő két 
nem párhuzam os egyenesre, akkor merőleges minden olyan 
egyenesre, amely illeszkedik az S síkra;

c) M inden valós együtthatós harm adfokú polinomnak 
van gyöke a valós számok körében.

4. Adjunk meg olyan elsőrendű nyelvet, amely alkalm as a 
rokonsági relációk egy részének formulákkal való leírására. 
Vegyünk fel a „nő”, „házastársak”, „gyermeke” relációknak
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megfelelő relációjeleket és fejezzük ki a kapott nyelv form u­
láival a következő rokonsági relációkat:

a) „anyja” ; 
h)  „testvére” ;
c)  „nagyapja” ;
d)  „unokatestvére” ;
e)  „apósa”.

2. Modellek, azonosságok, azonosan igaz formulák,
következtetési szabályok

A logika és igy a m atem atikai logika feladata is általá­
nos gondolkodási törvények, következtetési sémák elemzése. 
A következőkben a célunk megfogalmazni, hogy az elsőren­
dű logikában mikor tekintünk két form ulát logikailag ekvi­
valensnek vagy azonosnak, ill. m ikor tekintünk egy formulát 
azonosan igaznak. Ezeknek az eszközöknek a birtokában 
azután m ár könnyű lesz megfogalmazni a helyes következte­
tési szabályok fogalmát.

A következőkben (ebben a részben) rögzítettnek gondo­
lunk egy L  elsőrendű nyelvet és az L  nyelv jeleiből felépülő 
kifejezések, ill. formulák körében vizsgálódunk. Érdemes 
észrevenni, hogyha az L  nyelv kifejezéseit és formuláit in­
terpretáljuk, akkor a nem üres A alaphalm az kijelölése mel­
lett mindig annyi konstanst kell kijelölnünk ^-ban , ahány 
konstans jel van L-ben. Az L-beli függvényjelek és relációje­
lek szintén egyértelműen megadják, hogy hány darab és 
hány változós relációt és függvényt kell m egadnunk az 
A halm azon. M egállapodunk abban, hogy az A alaphalm azt 
a kijelölt konstansokkal, függvényekkel és relációkkal 
együtt struktúrának nevezzük. Az így kapo tt struk túra jelölé­
sére vezessük be az A jelet. Látható tehát, hogy L  rögzítése 
az L  formulái és kifejezései interpretálására alkalm as struk­
túrából egyértelműen m eghatározza a konstansok, a függvé­
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nyék, a relációk számát és azt, hogy az egyes Függvények és a 
relációk hány változósak. Ezt az előírást röviden az A struk­
tú ra típusának nevezzük. Azt m ondhatjuk tehát, hogy L  
m eghatározza az in terpretálásra alkalm as A struktúra típu­
sát. Fontos azt is látni, hogy L  rögzítése mellett szabadon 
választható meg az A struk túra A alaphalm aza (azzal a ki­
kötéssel, hogy A =#= 0), és maguk a konstansok, a relációk és a 
függvények is (természetesen a struktúra típusának figyelem- 
bevételével). A változójelek -  amik minden nyelvhez hozzá­
tartoznak -  csak az A struk tú ra A alaphalm azából vehetik 
értéküket. Csupán ennyi kikötés vonatkozik rájuk (tehát 
ezek rögzítése nem tartozik a struktúrához, csupán a form u­
lák és kifejezések értékének m eghatározásakor kell a meg­
ado tt m ódon eljárni).

Azt m ondjuk, hogy az L  nyelv egy <p formulája igaz az 
A struktúrán, vagy másképpen A modellje cp-nek, ha a (p-ben 
szabadon előforduló változók értékét bárhogyan rögzítve A- 
ban, (p értéke minden esetben igaz lesz. Azt, hogy A modellje 
(p-nek, röviden így je lö ljük :

Gyakorló feladat

7. Az L  nyelv -  a szokásos jeleken kívül -  álljon egy kétváltozós függ­
vényjelből: +  , és két kétváltozós relációjelből: =  és < . Az L-nek megfele­
lő A struk tú ra  alaphalm aza legyen a racionális szám ok Q halm aza, a 
+  -nak feleljen meg az összeadás, az =  és <  relációjelek jelentése legyen a 
szokásos azonosságreláció, ill. a rendezés Q-n. Igazoljuk, hogy a követke­
ző form uláknak A modellje:

a)  x +  y =  y +  -x;

b) x < y x  + z < y + z\
c)  VxV>;3z(x +  z =  y).
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ü)  Tudjuk, hogy az összeadás a racionális szám ok körében kom m uta- 
tiv. Ez azt jelenti, hogy akárhogyan is választjuk meg Q-ból .v és v értékét, 
az =  jel jo b b  és bal oldalán ugyanazt a racionális szám ot kapjuk, tehát a 
form ula értéke igaz. Ez azt jelenti, hogy

^  +  .V’ =  .V’ +  -V.

h)  A  form ula az A struk tú rán  azt fejezi ki, hogy a racionális számok kö­
rében értelm ezett összeadás szigorúan m onoton, azaz, ha nagyobb szám ­
hoz adjuk hozzá ugyanazt a szám ot, akkor nagyobb szám ot kapunk. T ud­
juk , hogy ez az állítás igaz, ezért bárhogyan is rögzítjük x, v és r  értékét 
Q-ból, valahányszor az im plikáció előtagja igaz, az utótag is igaz lesz, 
tehát:

1= <  V’ -► .V +  r  <  V - f  r .

c ) A form ulát az A struk tú rán  értelmezve azt fejezi ki, hogy az össze­
adásnak van inverz művelete, azaz bárhogyan rögzítjük .y  és r értékét 
0 -b a n , mindig van olyan racionális szám, am it y értékéhez adva, v értékét 
kapjuk. Ez a kvantorok használatára  vonatkozó m egállapodásunk alapján 
azt jelenti, hogy a form ula A-n igaz, tehát

N,̂ V.YV.v’3z(.Y-Kr = y).

Az előző 6 . gyakorló feladat a) és h)  részében azt tapasztal­
tuk, hogy az ott szereplő formulák -  bár szabad változókat 
tartalm aztak -  az adott struktúrán igazak voltak. Ez az uni­
verzális kvantor értékelésére vonatkozó m egállapodásunk 
alapján azt jelenti, hogy ezek a formulák is igazak az 
A struktúrán, am it az előzőkből úgy kapunk, hogy a szabad 
változókat univerzális kvantorral kötjük le. Az előző meg­
állapítás általában is igaz, tehát ha cp egy olyan formula, 
amelyben az x , , x 2 , x „  változók fordulnak elő szaba­
don, és

Megoldás:

akkor az is igaz, hogy 

i=^VxiVx2 ...Vx„(p.
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Az L  elsőrendű nyelv egy q> formuláját azonosan igaznak 
(logikai igazságnak) nevezzük, ha bármely (az L-nek megfele­
lő) struktúrán igaz. Azt, hogy q> azonosan igaz, így jelöljük:

l=(p.

A (Pl és (p2 formulákról akkor m ondjuk, hogy ekvivalen­
sek. ha m indkettő ugyanazokon a struk túrákon igaz, tehát 
ha m inden olyan struktúrán, amin (p, igaz, (p2 is igaz, és for­
dítva. Ha (Pl és (p2 ekvivalens, azt így fogjuk jelölni:

(pi=<p2-
A definíciókból világos, hogy (Pi=(Pz akkor és csak akkor 

igaz, ha I=(pi<-^(p2 -
Az egyszerűség kedvéért a következő gyakorlatokban te­

gyük fel, hogy az L  nyelvben szerepelnek a P , Q  egyváltozós 
és R kétváltozós relációjelek.

Gyakorló feladatok

8. Igazoljuk a következő azonosságokat; 

ü)  nV.YP(.Y) =  3 .Y nP (.Y );  

h )  n3.Y P(.Y ) =  V .Y n P (.Y );

c)  - ]3x-]P(x)  = V.y P(.y );

d )  n v .Y n P ( .Y )  =  3.yP(.y).

Megoldás:

a ) Tegyük fel, hogy egy megfelelő típusú A stru k tú rán  igaz nVxP(x). 
Ekkor a negáció definíciója alapján V x P(.y ) hamis, ez azt jelenti, hogy P(x) 
az A a laphalm aznak nem minden elemére igaz, tehát van ^ -n ak  olyan ele­
me, am elyre n P ( x)  igaz. így az egzisztenciális kvan tor definíciója szerint 
3-y n P (x )  igaz. Az okoskodás m egfordítható, így az azonosság fennáll.

h ) Tegyük fel, hogy az A struk tú rán  n3.YP(.Y) igaz. E kkor 3 x P ( x )  ha­
mis, tehát P (x )  az A m inden elemére hamis, de ez azt jelenti, hogy ~\P(x)
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m inden elem re igaz, tehát Vx nP(.v) igaz. Az okoskodás m egfordítható, te-
hát az azonosság helyes.

c)  A lkalm azzuk a h)-bQn igazolt azonosságot P helyett n P - re  és hasz­
náljuk fel, hogy n  ~\P(x) = P{x). így éppen a bizonyítandó állítást kapjuk.

d)  A z  a)  azonosságot használjuk fel P helyett n P -re , és ismét a kettős 
negáció törvényét alkalm azva a b izonyítandó azonosságot kapjuk.

9. Igazoljuk a következő á llításokat:

ü)  V.x(P(.x) A Q(x)) = V.yP(.y) a  V.yÖ(.y);

h)  3x{P(x) V Q(x)) =  3xP(x) v 3xQ(x):

c)  N (V.vP(x) V V.YÖ(.x)) V.y(P(x) V 0 ( .y));

d )  ^  3.y (P ( .y )  a  Ö (. y ))  ( 3.yP( .y ) a  3.y0 (.y)).

Megoldás :

a)  Tegyük fel, hogy egy A struk tú rán  igaz az azonosság bal oldalán álló 
form ula. Ez azt jelenti, hogy a P ( x) ^ Q ( x)  form ula az alaphalm az minden 
elemére igaz, de a konjunkció definíciója szerint ez csak úgy lehet, ha P(.y) 
és Q(x) is igaz az alaphalm az m inden elemére, de akkor V.y P(.y) és V.y ö (.y) 
igazak A-n, tehát a konjunkciójuk, vagyis a jo b b  oldali form ula is igaz.

M egfordítva, ha a jobb  oldalon álló konjunkció igaz, akkor V.yP(.y) és 
V.YÖ(x) is igaz, de akkor P(.y) és Ö(.y) is igaz az alaphalm az tetszőleges ele­
mére. Ebből következik, hogy a P ( .y ) a ö ( .y )  form ula is igaz az alaphalm az 
m inden elemére, tehát a V .y (P (x ) a  ö (.y ))  form ula igaz.

/ ? M  bal o ldalon álló form ula akkor és csak akkor hamis, ha P(.y) v  Q ( x )  

az A m inden elemére hamis. Ez viszont akkor és csak akkor teljesül, ha 
P(x) és Q(x) is hamis értéket vesz fel A m inden elemére. Az utóbbi állítás 
ekvivalens azzal, hogy 3xP(x)  és 3. y ö ( . y )  is hamis, ami akkor és csak akkor 
igaz, ha 3xP(x) v  BxQ(x) hamis.

c j  Azt kell m egm utatni, hogy tetszőleges -  megfelelő típusú -  A stru k ­
tú rán  igaz az implikáció, azaz az im plikáció definíciója szerint minden 
olyan struk tú rán , amin az előtag igaz, az u tó tag  is igaz.

Tegyük fel, hogy egy A stru k tú rán  VxP(x) v Vx Q( x)  igaz. A diszjunkció 
definíciója szerint ekkor VxP(x)  és V.y 0 ( .y ) közül legalább az egyik igaz, te­
hát P(.y ) és ö (.y ) közül legalább az egyik az a laphalm az m inden elemére 
igaz értéket vesz fel. Ekkor azonban P(x) v Q( x)  ismét csak a diszjunkció 
definíciója szerint az a laphalm az m inden elemére igaz, tehát a V.y(P (.y ) v
V ö(x)) form ula értéke igaz A-n.

d)  Itt is azt kell m egm utatni, hogy m inden olyan struk túrán , amin az 
im plikáció előtagja igaz, az u tó tagja is igaz.
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Tegyük fel, hogy A-n igaz 3x(P(x) a  Q(x)). Ebből következik, hogy 
P(x) A Q(x) az alaphalm aznak nem m inden elemére hamis, azaz van olyan 
eleme /1-nak, amire igaz. Erre az /1-beli elem re akkor P(x) és Q(x) is igaz, 
tehát az egzisztenciális kvantor értelm e szerint 3xP(x) is, meg 3xQ(x) is 
igaz, azaz a 3xP(x) a  3x ö ( x )  form ula igaz.

10. Igazoljuk, hogy a következő form ulák nem azonosan igazak;

a ) Vx(P(x) V Q(x)) (VxP(x) v  VxÖ(x)); 

h ) (3xP(x) A 3xQ(x)) 3x(P(x) a  Ö(x)).

Megoldás:

Azt, hogy egy form ula nem azonosan igaz, nyilván úgy igazolhatjuk, 
hogy m egadunk egy megfelelő típusú s truk tú rát, amelyen a form ula hamis 
értéket vesz fel.

a ) Legyen az A struk tú ra  a laphalm aza N, P jelentése legyen a „páros 
szám ” predikátum hoz tartozó  reláció, Q jelentése pedig a „páratlan  szám ” 
predikátum m al jellem zett reláció.

Ebben az interpretációban az im plikáció előtagja, a Vx(P(x) v  ö (-y)) 
nyilván igaz, hiszen minden term észetes szám vagy páros, vagy páratlan.

Az im plikáció utótagja, a VxP(x) v  VxQ(x) form ula hamis, m ert a disz­
junkció  m indkét tagja hamis. Ugyanis P(x) a páratlan  szám okra, ö(x) a pá­
ros szám okra hamis, tehát VxP(x) is és Vx0(x) is hamis. Mivel az im pliká­
ció előtagja igaz, u tó tag ja  hamis, a form ula hamis A-n.

h ) Válasszuk A-nak ugyanazt a s truk tú rát, m int az a)  esetben.
Az im plikáció előtagja, a 3xP(x) a  3xQ(x) igaz, m ert a konjunkció 

m indkét tagja igaz, hiszen van páros szám is N -ben és van páratlan  
szám is.

Az im plikáció u tó tagja nyilván hamis, hiszen a P { x ) a Q ( x ) N m mden 
elemére hamis, mivel egyik term észetes szám sem lehet egyszerre páros és 
páratlan . A form ula tehát A-n hamis.

11. Igazoljuk a következő állításokat:

a)  ^  V x P ( x ) P ( x ) ;

b)  \= P(x) 3xP(x);

c ; VxP(x) 3xP(x).
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a)  Legyen A olyan struk túra, am in az im plikáció előtagja igaz. Ez azt 
jelenti, hogy az a laphalm azon P{x) minden elemre igaz, tehát az utótag 
igaz. Azt kaptuk tehát, hogy a form ula értéke az x változó m inden értékére 
igaz A-n. Az eredm ény azt m utatja, hogy a form ula azonosan igaz.

h)  Legyen A tetszőleges struk túra. Azt kell m egm utatnunk, hogy ezen 
az im plikáció igaz. Ha az előtag az alaphalm az valamely elemére hamis, 
akkor az im plikáció értéke az utó tagtó l függetlenül igaz. Ha az előtag vala­
mely elemre igaz, akkor az egzisztenciális kvan tor értelmezése szerint az 
u tó tag  értéke igaz, így a form ula értéke ebben az esetben is igaz. A formula 
tehát azonosan igaz.

c)  A kijelentéslogikából tudjuk, hogy tetszőleges a, /i, ;  form ulára, ha 
és igaz, akkor cc^y  is igaz. Ezt alkalm azhatjuk  itt is. Tetszőleges 

s tru k tú rá t is választunk, ezen ű j  szerint V.vP(.v) ->> P{x)és h ) szerint P(x) 
3xP(x)  is igaz, de akkor a V.y P(.y ) -► 3xP(x)  is igaz, tehát az állítás 

fennáll.
12. M utassuk meg, hogy

Megoldás:

^  3x^yR(x.  y) -> \ /y3xR{x.  y),

de a

V>’3x/?(.v, y) 3x^yR(x.  y) 

form ula nem azonosan igaz.

M egoldás :

Válasszunk egy tetszőleges megfelelő típusú A struk tú rát és tegyük 
fel, hogy ezen az implikáció előtagja igaz. Ez azt jelenti, hogy az a laphal­
m aznak van olyan eleme -  jelöljünk egy ilyet amelyre VyK(.v, y) ér­
téke igaz. Ez u tóbbi azt jelenti, hogy az R(x, y) form ula értéke az .v helyére 
6/„-at téve az alaphalm az tetszőleges elemére igaz. Ekkor azonban az eg­
zisztenciális kvan tor jelentése szerint a 3xR(x,  y) form ula értéke az a lap ­
halm az tetszőleges elemére igaz, tehát Vv3xi?(x, y) igaz A-n. Eredm ényünk 
azt jelenti, hogy

^  3xVy/?(x, y) VylxK(x, y).

Válasszuk m ost a következő stru k tú rá t: Az alaphalm az legyen Q, a ra ­
cionális szám ok halm aza, R- q{ pedig in terpretáljuk úgy, hogy a szokásos 
kisebb relációt jelentse Q-n. E kkor Vy3x/?(x, y) értéke igaz, mert azt fejezi 
ki, hogy m inden racionális szám nál van kisebb. A 3xVv\R(.x, y) form ula ér­
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téke viszont hamis, mert azt m ondja, hogy van olyan racionális szám, am i­
nél bárm elyik racionális szám nagyobb. Ez az eredm ény azt m utatja, hogy 
a választott s truk tú rán  a

Vy3xK(x, y) 3xVyK(x, y) 

form ula hamis, tehát nem lehet azonosan igaz.

A helyes következtetési szabály definíciója itt, az elsőren­
dű logikában, formailag hasonló m ódon adható  meg, mint a 
kijelentéslogikában. Itt is egy tetszőlegesen rögzített, első­
rendű nyelv formulái körében értelmezzük a következm ény­
fogalmat:

akkor mondjuk, hogy a cpi, cp2 , <Pk formuláknak követ­
kezménye a cp formula, ha tetszőlegesen megadott -  megfelelő 
típusú -  A struktúrán és a cpf,  ̂ cp formulákban szabadon
előforduló változók tetszőleges olyan rögzített értéke mellett, 
amelyre cp2 , --.(Pk értéke igaz, a cp értéke is igaz. Azt, 
hogy a (/>!, • • •, íPfc form uláknak következménye a cp for­
mula, így jelöljük:

(/>!, (^2 , (Pk

Gyakorló feladatok

13. Igazoljuk a következő állításokat (itt is, m int az előzőkben, feltesz- 
szük, hogy a nyelv jelei között szerepeinek a P, Q, K relációjelek):

a)  V x(P(x)-Ö (x)), P M  N Q(x):

h) P (x ) ,e (x )^ 3 x (P (x )A Ö (x ));

c )  Vx(P(x)^Ö(x)). Vx{Ö(x)->R(x)) N V x(P(x)-K (x)).

Megoldás:

a ) Tegyük fel, hogy az A struk tú rán  és a P(x)-ben előforduló x szabad 
változónak a e  A értékére a Vx(P(x)-^ö(x)) és P(x) form ulák igazak. Ekkor 
az univerzális kvan tor definíciója szerint P(x)-»ö(x) az A a laphalm az m in­
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den elemére, tehát ű-ra is igaz. Mivel az im plikáció előtagja is igaz a-ra, 
ezért az utótag, a Q(x) form ula is igaz í/-ra, tehát a következtetési szabály 
helyes.

h ) Tegyük fel, hogy A olyan struk túra, és a az alaphalm aznak olyan ele­
me, amelyre a két feltételform ula igaz, így az egzisztenciális kvantor értel­
me alapján 3x(P{x) a  Q(x)) is igaz, tehát a következtetés helyes.

c)  Vegyük észre, hogy a következtetési sém ában csak zárt form ulák 
vannak, igy elég m egm utatni, hogy minden olyan A struk túrán , amin a 
premisszák igazak, a következm ény is igaz.

Tegyük fel, hogy a két prem issza igaz egy megfelelő struk túrán . Ekkor a 
P(x)-^Q{x)  és Q(x)-^R(x)  form ulák az alaphalm az tetszőleges elemére iga­
zak, de az im plikációnak a kijelentéslogikából ismert tulajdonsága m iatt 
ebből következik, hogy a P(x)-^R(x)  im plikáció is igaz az alaphalm az te t­
szőleges elemére, tehát a ^x{P{x)-^R(x))  form ula igaz.

14. Igazoljuk, hogy a felsorolt következtetési szabályok helyesek (fel­
tesszük, hogy olyan L nyelvvel foglalkozunk, amelyben van egy R-rd  jelölt 
kétváltozós reláció):

a)  VxVyK(.v, y) ^  Vx/?(x, .x);

h)  Vx n  /?(x, X), V xV yV zp(x, y) a  R{y, z)) K(x, z)) ^

VxVy(R(x, y) H ^(y , x));

c)  VxVy(K(x, y) ^  R(y, x)),

VxV yVzp(x, y) a  K(y, z)) R(x.  r)),

Vx3yK(x, y) VxK(x, x).

Megoldás;

a ) Válasszunk egy megfelelő tipusú A stru k tú rá t és tegyük fel, hogy 
azon igaz a premissza, a VxVyK(x, y) formula. Ez azt jelenti, hogy a 
Vy/?(x, y) form ula az alaphalm az tetszőleges a elemére igaz. Ismét csak az 
univerzális kvan tor értelm e szerint K(x, y) az alaphalm az tetszőleges (a, h) 
e lem párjára igaz. H a tehát K(x, x) értékét tetszőleges a e A-ra nézzük, az is 
igaz, vagyis Vxi?(x, x), azaz a konklúzió igaz A-n.

h)  \ n  a. következtetési szabály helyességének igazolását könnyebb kö­
vetni, ha egy tetszőleges A struk tú rán  egy K-nek megfelelő q kétváltozós 
relációt szem léltetünk: legyenek az alaphalm az elemei pontok, és ha két 
elem, a é s h  között fennáll a q reláció, azt úgy jelöljük, hogy egy ű-ból h-be 
vezető nyilat rajzolunk (az így kapott szemléletes képet a q relációt szem­
léltető gráfnak nevezzük).
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85. ábra 86. ábra

87. ábra

Tegyük fel most, hogy adott egy megfelelő típusú A stru k tú ra  és ezen a 
prem isszák igazak, de a konklúzió hamis. Ez a feltétel az R-ei  az A stru k tú ­
rán in terpretá ló  q reláció szemléltetésében azt jelenti, hogy van olyan a és h 
pont, amelyek m indkét irányban össze vannak kötve (85. ábra). A zonban a 
m ásodik premissza igaz volta azt jelenti, hogy az a laphalm az tetszőleges t/, 
/), c elemére fennáll, hogy ha ű-ból vezet nyíl h-bQ és h-bő\  r-be, akkor a-bó\  
is vezet c-be(86. ábra). Ezt c helyett a-ra. alkalm azva azt kapjuk, hogy a az 
a-val is össze van kötve (87. ábra), ez azonban ellentm ond az első premisz- 
sza igaz voltának, hiszen ez szemléletesen azt jelenti, hogy semelyik pont 
sincs összekötve önm agával. E llentm ondásra ju to ttunk , a feltevés helyte­
len volt, vagyis minden olyan struk tú rán , amin a premisszák igazak, a 
konklúzió is igaz. A következtetési szabály helyes.

c)  Itt is kézenfekvő a szemléltetést felhasználni; így könnyebb á ttek in ­
teni a form ulák jelentését. Tegyük fel, hogy egy A stru k tú rán  a premisszák 
igazak. Az első premissza szemléletesen azt jelenti, hogy m inden a, h elem ­
re igaz, hogy ha ű-ból vezet nyíl /?-be, akkor h-bő\ is vezet a-ba (85. ábra). 
A m ásodik prem issza jelentését a h )  részben láttuk (86. ábra). A harm adik 
prem issza jelentését úgy lehet röviden kifejezni, hogy m inden alaphalm az- 
beli elemet szemléltető pontból indul ki nyíl. Az utóbbi feltétel biztosítja, 
hogy tetszőleges ű-ból indul ki valam ely h-be nyíl, az első feltétel szerint 
6-ből ű-ba is vezet nyíl, de akkor a középső premissza szerint a önm agával 
is össze van kötve (87. ábra). E redm ényünk szerint a konklúzió is igaz, te­
hát a következtetési szabály helyes.

15. Elemezzük a felsorolt következtetéseket, vagyis adjunk meg megfe­
lelő elsőrendű nyelvet, amin a szerkezetük leírható, és m utassuk meg, hogy 
a k apo tt következtetési sémák helyesek:

a)  M inden négyzet paralelogram m a. Van olyan húrnégyszög, ami 
négyzet. T ehát: Van olyan paralelogram m a, ami húrnégyszög.
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h)  M inden középiskolának van tehetséges diákja. A tehetséges d iáko­
kat felveszik az egyetemre. T ehát: M inden középiskola valamelyik diákját 
felveszik az egyetemre.

(■; H sl A ^ B  és B<^C, akkor A<^C.  Tudjuk, hogy tetszőleges A halm az­
ra nem áll fenn. T ehát: H a A ^ B ,  akkor B<^A nem lehet igaz.

M  egoldás:

a) Itt világos, hogy a következtetésben három  egyváltozós predikátum  
szerepel: „négyzet”, „parale logram m a” és „húrnégyszög”. Alkalm as első­
rendű nyelvet kapunk, ha a nyelv szokásos jelein kívül felveszünk még há­
rom  egyváltozós relációjelet, legyenek ezek: N, P és H. A  két premissza és 
a konklúzió szerkezetét a következő form ulák fejezik ki:

Vx(yV(.x)->P(x)), 3x(A^(x) A H(x) \  3.x(P(x) a  H(x)).

Azt kell m egm utatnunk, hogy a

V.x(/V(.x)-^P(.x)), 3.x(N(.x) A H{x)) \= 3.x(P(.x) a  H(x))

következtetési séma helyes.
Legyen A egy megfelelő tipusú struk túra  és tegyük fel, hogy ezen a pre­

misszák igazak. Ekkor az N(.x)-»P(.x) form ula az A alaphalm azának 
minden elemére igaz, és van olyan a elem az alaphalm azban, amelyre 
N{x) A H{x) igaz. Erre az a elem re N(x)  is és H(x)  is igaz, de akkor az impli­
káció definíciója szerint P{\)  is igaz ű-ra. Mivel P{\) is és H{x) is igaz, ezért 
P(.x) A H{x) is igaz íí-ra, tehát a konklúzió, a 3.x(P(.x) a  H ( x ) )  form ula igaz. 
A következtetési szabály tehát helyes.

h)  Elemezzük először, hogy milyen predikátum ok fordulnak elő a kö­
vetkeztetést a lko tó  kijelentések felépítésében. Az első premisszából kiol­
vasható, hogy itt az ,,.x középiskola d iákja v” kétváltozós, és a „tehetséges” 
egyváltozós predikátum  szerepel. A továbbiakból még az egyváltozós „.x-et 
felveszik az egyetem re” predikátum  elkülönítésére van szükségünk. Ezek 
alapján m ár m egadhatunk egy alkalm as elsőrendű nyelvet, ebben szerepel­
jenek -  a szokásos jeleken kívül a D kétváltozós és 7, F egyváltozós relá­
ciójelek. Ezek alapján a következtetés szerkezetét így írhatjuk fel:

V.x3y(D(.x, y )  a  T{y)\  V:x(T'(.x)^F(.x)) n  V.x3y(D(x, y) a  F(y)).

M utassuk meg, hogy a k apo tt következtetési szabály helyes!
Válasszunk egy alkalm as stru k tú rá t és tegyük fel, hogy ezen a pre­

misszák igazak! Az első premissza igaz volta azt jelenti, hogy a 
3y(D(.x, y)A T{y)) form ula az a laphalm az m inden elemére igaz, tehát tet­
szőleges a-hoz  van olyan h eleme az alaphalm aznak, amelyre D(.x, y) a  7 (y)
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értéke, azaz D(x, y) és 7'(y) is igaz, ha .x-et az ű, y-t a h in terpretálja. Mivel 
7’(x)-»F(.x) m inden elemre, így h-re is igaz, ezért F(x) is igaz h-re, tehát 
D(.x, y) a  F(y) tetszőleges a mellett h-vQ is igaz, így a konklúzió igaz a vá­
lasztott struk túrán . A következtetési szabály helyességét ezzel igazoltuk.

Itt elég az R kétváltozós relációjelet bevenni a nyelvbe, hiszen csak a 
valódi részhalm az relációt kell figyelembe venni. Az egyes kijelentéseket 
nyilván úgy kell értenünk, hogy tetszőleges halm azokra érvényesek, tehát a 
következtetés szerkezetét így írhatjuk le:

V xV yV zp(x, y) a  K(y, z))-^R(x.  z)),

V xnK (x , x) VxVy(K(x, y) nK (y, x)).

Erről 'd 14. h)  gyakorló feladatban igazoltuk, hogy helyes következtetési 
séma.

16. Igazoljuk, hogy tetszőleges (pp cpj. • • •, (Pk̂  ^  form ulák esetén 

(/>!, (P2. ....(Pk^CP 
akkor és csak akkor, ha

1= ((Pl A(/)2 A ... A(/)J

Megoldás:

Tegyük fel, hogy a következtetés helyes, és válasszunk egy tetszőleges, 
megfelelő tipusú A struk túrát. Azt kell m egm utatnunk, hogy az im plikáció 
igaz A-n. Ehhez elég igazolni, hogy ha az előtag igaz, ak k o r az u tó tag  is 
igaz. Az előtag csak úgy lehet igaz, ha a konjunkció m inden tagja igaz, ek­
kor viszont a feltétel szerint az u tó tag  is igaz.

M egfordítva, ha a form ula azonosan igaz, akkor tetszőleges A s tru k tú ­
rán, a benne szereplő szabad változók tetszőleges értékelésére igaz, tehát 
akkor is, am ikor az im plikáció előtagja igaz, vagyis a (Pi, ... ,  (p̂  form ulák 
igazak. Ebben az esetben azonban a konklúziónak, cp-nek is igaznak kell 
lenni, tehát a következtetés helyes.

Megjegyzések.  1. A helyes következtetési szabály definícióját kézenfek­
vő lett volna esetleg a következő form ában m egadni: sl (p^, cp2 , ■ ■ cPk for­
m uláknak következm énye a (p form ula, ha minden olyan struk túrán , amin 

igaz, (p is igaz. Ezt így is írhatjuk : ha ^ \ { ( P i ,  (Pj  ̂ ■ • -  akkor 
\= ^(p (itt ha F egy form ulahalm az, akkor (=^F jelenti, hogy F minden ele­
mének modellje A).

K önnyű végiggondolni, hogy zárt form ulák esetén a két definíció ekvi­
valens. Ha szabad változókat tarta lm azó  form ulák is vannak a
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‘‘"u T " ' ® A most em lített követ-
kezm enyfogalom  gyengebb, m int az, am it elfogadtunk. Például a Píx) for­
m ulának a m ost m ondott értelem ben következm énye a VxP(x) form ula hi-

M ásrészt

P{x) 1= y.xP{x)

m a l Í T l ™  n ‘I t  például azon az A struk tú rán , am elynek alaphal-
V m  \  ' V “  in terpretáljuk, hogy 0-ra fennálljon, l-re  nem
mlC H h "f / T '* ’ “ ^^)-t>en szereplő ,x szabad változó értelm e 
m egadható  úgy (ti. l e p n  0), hogy P{x) értéke igaz. A premissza tehát igaz 
a konkluzio viszont hamis. ’

2 .'Az ebben a részben vizsgált azonosságokban, azonosan igaz formu- 
a bán szereplő P(x), Q{x), R{x, y )s tb . form ulák helyett á lta lában  tetszőle- 

n á l t r / r e z ^ a S t  ■ “ á ttekin thetőség  kedvéért hasz-

Feladatok

5. Igazoljuk a következő azonosságokat {(p olyan form ulát 
jeJoI, amely nem tartalm azza szabadon az x változót);

a)  VxP(x) =  VyP(_v);

b)  3x P ( x )  = 3yP{y)-,

c) 3x P{x ) a (p = 3x{P{x)A(p)■

d)  VxP(x)v(?, =  Vx(P(x)v(p);

e)  VxP(x) V VxQ(x) =  VxVy(P(x) v  Q(y));

f )  3x P {x ) A 3xÖ(x) = 3x3y(P(x) a Q{y));
g)  V xP (x)^3xö(x) =  3x(P(x)^Ö(x)).

6 . Igazoljuk a következő állításokat:

a)  ^  VxV>>/?(x, ^  Vx/?(x, x);

b)  ^  BxR{x, x ) S x 3 y R { x ,  y);
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c)  1= Vx((p-^P(x))-> ((^->VxP(x)), ahol cp olyan for­
mula, amelyben nem szerepel az x szabadon.

7. A dott a következő form ula:

( nV xP(x) V 3xö(x)) A (R(x)^3xS(x))

(P, Q, R, S egyváltozós relációjelek). Keressünk az adott for­
m ulához olyan formulát, amelyben kvantorok csak a form u­
la elején fordulnak elő és a kapo tt formula ekvivalens az 
eredetivel!

8. Fogalm azzuk meg az I. fejezet 3. szakaszában található 
(a kategorikus szillogizmusok vizsgálatában szerepelt) A, E,
I és O típusú állítások logikai szerkezetét alkalm as elsőren­
dű nyelven és igazoljuk példaként néhány kategorikus szillo­
gizmusról, hogy helyes következtetési szabály!

9. Alkalmas nyelven írjunk fel olyan form ulákat, amelyek­
kel az alábbi következtetések szerkezete leírható és vizsgál­
juk meg a  kapott sémákról, hogy helyes következtetési sza­
bályok-e:

a )  M inden élőlény ősének őse ennek az élőlénynek is őse. 
Semelyik élőlény sem őse önm agának. T ehát: M inden élő­
lénynek van őse.

b)  Ha. van olyan 1-nél nagyobb és 113-nál kisebb szám, 
ami osztója 113-nak, akkor 113-nak van 11-nél kisebb prím ­
szám osztója. A 11-nél kisebb prím szám ok között egyik sem 
osztója 113-nak. Tehát 113-nak nincs 1-nél nagyobb és 
113-nál kisebb osztója.

c)  A  falu borbélya azokat és csak azokat borotválja, akik 
m aguk nem borotválkoznak. Ebből következik, hogy a falu­
ban nincs borbély.

10. Igazoljuk, hogy a kijelentéslogika egy tetszőleges, azo­
nosan igaz form ulájában a  logikai változók helyére egy első­
rendű nyelv tetszőleges form uláit helyettesítve, a nyelv azo­
nosan igaz form uláját k ap ju k !

11. Igazoljuk, hogy ha egy, a kijelentéslogikában helyes 
következtetési szabályban a logikai változók helyett egy el­
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sőrendű nyelv tetszőleges formuláit helyettesítjük, akkor 
szintén helyes következtetési szabályt kapunk!

3. Kielégíthetőség, eldöntésprobléma, 
bizonyításelmélet

Az előző pontban részletesen foglalkoztunk azzal a fo­
galommal, hogy egy A struk túra  modellje egy <p form ulának, 
azaz \=^(p. Szoros kapcsolatban van ezzel a következő foga­
lom is. Azt mondjuk, hogy egy elsőrendű L  nyelv egy q> for­
mulája kielégíthető egy megfelelő tipusú A struktúrán, ha a 
(p-ben szabadon előforduló változók értéke m egadható az 
A alaphalm azában úgy, hogy cp értéke igaz legyen. Nyilván­
való, hogy ha (p zárt form ula (tehát nem tartalm az szabad 
változót), akkor „cp kielégíthető A-n" és „(p igaz A-n” ugyan­
azt jelenti. Szabad változókat is tartalm azó form ulákra 
azonban a kielégíthetőség egy struktúrán lényegesen gyen­
gébb fogalom, mint az igazság ezen a struktúrán.

Az L  nyelv egy (p formulájáról azt m ondjuk, hogy kielégít­
hető. ha van olyan struktúra, amin (p kielégíthető.

Gyakorló feladat

17. Igazoljuk, hogy egy L  e lsőrendű nyelv egy <p form ulájára i= (p akkor 
és csak akkor igaz, ha ~l(p nem kielégíthető!

M  egoldás:

A definiciókat és a “ 1 jelentését kell végiggondolnunk. A <p állítás ak ­
kor és csak ak k o r igaz, ha a tetszőleges A stru k tú rán  t= Egy A stru k tú ­
rán (p akkor és csak akkor igaz, ha ~\(p nem elégíthető ki ezen a s tru k tú ­
rán. Ebből következik, hogy t= <p és ~\(p nem  kielégíthető, ekvivalens 
állítások.
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A m ost igazolt összefüggés alapján annak a kérdésnek a 
vizsgálata, hogy egy (p formula azonosan igaz-e vagy nem, 
visszavezethető a következő problém ára: sl K p  formula ki- 
elégithető-e vagy sem?

Azt a kérdést, hogy egy form ula azonosan igaz-e vagy 
sem, a kijelentéskalkulusban algoritm ikus eszközökkel elég 
egyszerűen el lehetett dönteni (például teljes diszjunktiv nor­
m álform ára hozással, értéktáblázat készítésével). Mivel a he­
lyes következtetési szabály problém ája (vagy az azonossá­
gok igaz voltának kérdése) visszavezethető arra, hogy egy al­
kalm as formula azonosan igaz-e vagy sem, az utóbbi algorit­
mussal való m egoldhatóságának nagy jelentősége van. Az 
algoritm ussal való m egoldhatóság lényegében azt jelenti, 
hogy írható olyan számitógépes program , amelynek alapján 
a gép elvben tetszőleges form uláról véges idő alatt eldönti, 
azonosan igaz-e vagy nem.

Az elsőrendű logika „azonosan igaz form ula” fogalmának 
definíciója nyilván nem alkalm as ilyen algoritm us m egadá­
sára, hiszen a definícióban azt követeljük meg, hogy tetszőle­
ges modellen igaz legyen a formula. Ez m ár az alaphalm az 
választása m iatt is eleve végtelen sok esetet jelent. Ha pedig 
egy konkrét alaphalm az végtelen, akkor ezen a relációk vá­
lasztása is végtelen sok struk túrát jelent (ha legalább egy, 
legalább egyváltozós relációjel van a nyelvben). Ugyanilyen 
jellegű problém át okoz egy formula kielégíthetőségének 
ellenőrzése. M agát a problém át eldöntésprohlémának nevez­
zük. Az eldöntésproblém a vizsgálata hosszú időn keresztül 
abba az irányba vezetett, hogy megoldó algoritm ust próbál­
tak keresni, de ilyet nem sikerült találni. Végül 1936-ban 
A. Church am erikai m atem atikus igazolta, hogy az eldön­
tésproblém ához nem lehet találni megoldó algoritm ust. Ez a 
bizonyítás igényelte először az algoritm us eddig intuitíve vi­
lágos fogalmának szabatos m atem atikai definícióját, és kiin­
dulópontja lett a m atem atikai logika egy ma is roham osan 
fejlődő ága, az algoritmuselmélet kialakulásának.
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Természetes m ódon az elsőrendű logika egyik legfonto­
sabb alkalm azási területe a m atem atika alapjaival kapcsola­
tos vizsgálatok. A m atem atika szinte m inden ágában alapve­
tő reláció az azonosság vagy identitásreláció. Egy A halm a­
zon definiált identitás- (egyenlőség-) reláció az általunk elfo­
gadott értelmezésben a következőt jelenti:

/a  =  { { a ; a ) \a e A } .

Amikor egy-egy m atem atikai tudom ányág alapjainak 
problém áival foglalkozunk és egy-egy ehhez szükséges első­
rendű nyelvet rögzítünk, akkor ebben mindig szerepel a relá­
ciójelek között a szokásos =  kétváltozós relációjel. Ezzel 
kapcsolatban az is szokásos megállapodás, hogy az =  jelet 
tetszőleges struktúrán mindig az alaphalm azhoz tartozó 
identitásrelációval interpretáljuk. A következőkben minden 
olyan esetben, am ikor a vizsgált elsőrendű nyelv jelei között 
az =  kétváltozós relációjel is szerepel, az összes szóba jövő 
interpretációban ezt mindig az identitásrelációval interpre­
táljuk. Ezt a megszorítást értelemszerűen alkalm azzuk az 
igazság, az azonos igazság, a kielégíthetőség és a logikai kö­
vetkezmény definíciójában is.

Gyakorló feladatok

18. Legyen L  olyan elsőrendű nyelv, amelyben a szokásos jeleken kívül 
az =  kétváltozós relációjel szerepel. D öntsük el, hogy a m egadott form u­
lák hány elemű alaphalm azzal rendelkező s tru k tú rán  lehetnek igazak;

ü )  3 x ( ~ ] x  =  x) ;

h ) 3x(x =  X A Vy(x =  >’));

c )  3 x 3 y ( n .x  =  y  a V z ( z  =  .v v z  =  j;));

d)  9xi3x2. . =X2 a  ~|Xi =X3 a  ... a  ~|Xi =

=  X„A nX2=X 3 A ... A nX „_i= X „A V x„+ i(X i= X „+ i V 

V-̂ 2 =-^„+l V... VX„ = X„+,)).

2 4 6

Az L  nyelv jelei között szerepel az = ,  így a form ulák in terpretáció jára  
alkalm azzuk az előzőkben em lített m egállapodást.

a ) A form ula csak akkor lehet igaz egy A struk túrán , ha az x változó­
nak van olyan értéke, amelyre a ~lx =  x form ula igaz. A m egállapodás 
alapján az =  relációt 7^-ként interpretáljuk , és mivel tetszőleges a e  A 
elemre (ű, a ) e l ^ ,  ezért a ~ |x =  x form ula az x változó m inden értékére h a ­
mis, tehát a 3x( H x =  x) form ula hamis A-n. Mivel A tetszőleges megfelelő 
típusú -  s truk tú ra  volt, a form ula nem elégíthető ki.

A 17. gyakorló feladat eredm énye szerint ebből következik, hogy a 
n 3 x (~ |x  =  x) =  Vx(x =  x) form ula azonosan igaz, azaz:

1= Vx(x =  x).

h ) Válasszuk meg az A struk tú rát a m ondott m ódon, tehát a nem üres 
A alaphalm azon kívül még az reláció szerepeljen A-ban, és tegyük fel, 
hogy a form ula igaz A-n. Ez azt jelenti, hogy /l-nak van olyan eleme, 
amelyre az x =  x a  Vy(x =  y) form ula igaz, legyen ez a. E kkor x =  x is igaz a- 
ra. Ez utóbbi azt jelenti, hogy x =  y-nak tetszőleges beA-xdi  igaznak kell 
lennie, ha x-et a-kénU y-t pedig h-kéni  in terpretáljuk. Ez nyilván csak úgy 
lehet igaz, ha A egyetlen eleme a, azaz \ A \ = \ .

c)  Az előzőhöz hasonló m eggondolással adódik, hogy ha egy A stru k ­
tú rán  a form ula igaz, akkor A alaphalm aza. A, kételem ű, azaz \A\ = 2.

d)  Az előző h) és c)  form ula alapján világos, hogy ez a form ula csak 
olyan s truk tú rán  igaz, amelyben az alaphalm aznak n eleme van.

Érdem es még megjegyezni, hogy sl h ), c ) és d ) form ulák zártak, így ha 
igazság helyett kielégíthetőséget vizsgálunk, akkor is ugyanerre az e red­
m ényre ju tunk .

19. Legyen az elsőrendű L nyelvben a szokásos jeleken kívül R az egyet­
len kétváltozós relációjel. Igazoljuk, hogy a

Vx n  K(x, x) A VxVyVz((/?(x, y) a  R(y\ z)) K(x, r)) a  Vx3yK(x, y)

form ula nem elégíthető ki olyan s truk tú rán , aminek alaphalm aza véges, de 
van olyan végtelen alaphalm azú struk túra, amelyen a form ula igaz!

Megoldás:

Megoldás:

H asználjuk fel az okoskodás m egkönnyítésére itt is a 14. gyakorló fel­
adat m egoldásában m ár alkalm azott szemléltetést. Tegyük fel az állítással 
ellentétben, hogy van olyan A struk túra, am inek A a laphalm aza véges és a 
form ula igaz A-n. Az A elemeit pontokkal szemléltetjük, és ha két elem kö-
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zött fennáll a reláció, akkor ezt a két elem képét összekötő nyíllal szemlél­
tetjük.

Feltettük, hogy A-n igaz a form ula. Ez csak úgy lehet, ha a form ulában 
szereplő m indhárom  konjunkciós tag igaz. A harm adik konjunkciós tag 
igaz volta azt jelenti, hogy m inden pontból indul ki nyil. Mivel csak véges 
sok eleme van /í-nak, ezért egy a e A-t  szemléltető pontból kiindulva egy­
szer visszaérünk nyilak m entén egy olyan pontba, ahol m ár voltunk. így
egy kört kapunk (8 8 . ábra), amelyet az a ,, Uj___ és = elemek
alkotnak.

•8 8 . ábra

Ol = Ok

90. ábra

A form ula m ásodik konjunkciós tagja is igaz. Ez szemléletesen azt je ­
lenti, hogy ha a-bó\ vezet nyíl h-be és h-bő\ c-be, akkor ű-ból is vezet nyíl 
c-be. Ez bárm ely a, h, c e lem hárm asra igaz. Ezek alapján a kört a lkotó  ele­
mek között öj-ből Ű2 -bQ, üj -ből  ayba.  vezet nyíl, de akkor a^-bő\  Ű3 -ba is. 
Mivel (3 3 -ból vezet nyíl a^-be, ak k o r a 1 -bői a^-be is, és így tovább, végül azt 
kapjuk, hogy a i-bő l a^_^-bQ is vezet nyíl (89. ábra). A lkalm azzuk most ezt 
a tu la jdonságot 2Lza = c = a^ és h = a^_.^ elemekre, akkor azt kapjuk, hogy 
í/,-ből is vezet nyíl űj-be (90. ábra). Ez viszont ellentm ond annak, hogy a 
form ula első konjunkciós tagja is igaz, hiszen ennek igaz volta azt jelenti.
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hogy semelyik elemet ábrázoló  pontból sem vezet nyíl önm agába. Ellent­
m ondásra  ju to ttu n k , tehát a feltevés helytelen, a form ula A-n hamis. Mivel 
A tetszőleges véges álaphalm azú struk tú ra , ezzel igazoltuk azt az állítást, 
hogy a form ula véges struk tú rán  nem elégíthető ki.

A következő B stru k tú ra  a laphalm aza legyen N és R- qí in terpretáljuk a 
term észetes számok szokásos <  rendezésével. Mivel tudjuk, hogy a term é­
szetes számok rendezése irreflexív (ezt fejezi ki Vx~l/?(x, x) konjunkciós 
tag), tranzitív  (ezt fejezi ki a VxV vVz((K(x, y) a  R(y, z)) -» K(x, z)) második 
konjunkciós tag) és m inden term észetes számnál van nagyobb (ezt a ha r­
m adik, Vx3y/?(.x, y) konjunkciós tag fejezi ki), ezért a form ula a B s tru k tú ­
rán igaz.

Érdem es még megjegyezni, hogy ha a feladatban szereplő form ulát 
(p-vel jelöljük, akkor ~lcp olyan form ula, amely tetszőleges n e N - re  n ele­
met tartalm azó  alaphalm azzal rendelkező megfelelő stru k tú rán  igaz, de 
van olyan végtelen struktúra, amin hamis.

20. Tegyük fel, hogy egy L elsőrendű nyelv jelei között csak a 
P ,, P 2 ’ • • •’ /̂c egyváltozós relációjelek fordulnak elő. Igazoljuk, hogy a 
nyelv egy tetszőleges form ulájára fennáll a következő állítás: ha a form ula 
kielégíthető, akkor kielégíthető egy olyan struk tú rán  is, amelynek a laphal­
maza véges, és legfeljebb 2  ̂ elemet tartalm az!

Megoldás:

Tegyük fel, hogy az L  nyelv egy (p form ulája kielégíthető egy A s tru k tú ­
rán, am inek alaphalm aza A. Ha M |^ 2 \  akkor nincs m it bizonyítani, így 
tegyük fel, hogy ha A véges, akkor |/ í  |> 2 \  vagy A végtelen. A stru k tú rá ­
hoz tarto zó  egyváltozós relációk legyenek Qk- K onstruálni fo­
gunk egy olyan A' struk túrát, am elynek alaphalm aza A ' c i A qs \ A’\ ^ 2 ^  és 
a megfelelő Qj . ■■■.Qk egyváltozós relációk a ^ 1 , ^ 2  ̂ • • relációk A'-xq 
való leszűkítései, azaz q\ = Qj nA\  ha i = 1, 2, k. Ezt az A' struk tú rát 
úgy építjük föl, hogy cp ezen kielégíthető legyen.

E lőször az A halm az elemeit osztályokba soroljuk a következő m ódon, 
jelö ljön  i iÍ2 --ik ^ hosszúságú, 0-kból és 1-esekből álló sorozatot. Az 
összes lehetséges ilyen sorozatok szám a nyilván 2 ^̂, hiszen minden ij kétfé­
leképpen választható és ezek a választások egymástól függetlenek. Ezek­
nek a sorozatoknak  megfelelően, az A alaphalm azt felbontjuk páronként 
közös elem- nélküli részhalm azokra, amelyeknek egyesítése kiadja az 
A halm azt a következő m ódon: =  [aeA\ i j  = 0 és vagy ij = 1
és a E Q j J  =  1, 2, ..., k}. A  kapo tt részhalm azok között lehetnek üresek is. 
A definícióból világos, hogy az A halm az tetszőleges eleme egy és csak egy 
részhalm azba tartozik. Ezután az így k ap o tt nem üres részhalm azok m ind­
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egyikéből kiválasztunk egy elemet, jelölje ezeket a',, a'2 , . . . ,a'„ ( m g 2*). Az 
A' halm az elemei éppen ezek a k iválasztott elemek legyenek:

A' = \a\,

A megfelelő ^'-k definícióját m ár m egadtuk. Értelm ezzünk még egy /  leké­
pezést az A-ból A'-be a következő m ódon:

/  : A-yA' ,  a e  A esetén f {u)  = ci], ha a és a] ugyanannak a részhalm aznak 
az elemei. A definíció a részhalm azok konstrukció ja  m iatt egyértelmű. 
A definícióból világos, hogy a e t ) ,  akkor és csak akkor igaz, ha f{u)eg'^
(' =  1 .2 .......k). Ezt úgy is m ondhatjuk , hogy az /  leképezés relációtartó.
A definícióból világos, hogy ha í), =  /1, akkor í>-= A\  ha akkor
és végül, ha ^, =  0, akkor q'i = 0  is teljesül / = 1 ,2 .......k esetén.

Jelöljük a (fi form ulában szabadon előforduló változókat így: 
A feltevés szerint (p kielégíthető A-n, tehát vannak olyan

íí|, Ü2 , A alaphalm azbeli elemek, amelyeket rendre az .x,, .Xj.........v„
változók értékének véve, <p értéke a struk túrán  igaznak adódik. Az előző 
konstrukcióból következik, hogy ha az x,, Xj, ..., x„ változókhoz rendre 
az ./ (a,), ./(üjX ■ •• ,/(«„) 6 -4' elemet rendeljük hozzá, akkor a <p form ula ér­
téke igaz lesz A'-n, tehát (p az A' struk tú rán  is kielégíthető.

A most bizonyított eredményből következik, hogy a leg­
feljebb egyváltozós relációjeleket tartalm azó elsőrendű nyel­
vek formulái körében az eldöntésproblém a megoldható. Er­
re a kérdésre a feladatokban visszatérünk.

Érdemes még megemlíteni, hogy az eldöntésproblém a 
visszavezethető olyan elsőrendű nyelvek formuláinak köré­
re, amelyekben legfeljebb kétváltozós relációjelek vannak. 
Ez m utatja, hogy az egy- és kétváltozós relációk viselkedése 
között éles határ hiizódik.

Az elsőrendű logikában éppen az eldöntésproblém a meg­
oldhatatlansága miatt igen jelentős az a tény, hogy az azono­
san igaz form ulákat formális, szintaktikus módszerrel, axio­
m atikusán is lehet jellemezni. Ezt a m ódszert m ár a kijelen­
téskalkulusban megismertük. Az elsőrendű logikának ez a 
felépítése m ár a bizonyításelmélet tém aköréhez tartozik.

Az eddigiekben alkalm azott vizsgálati módszerünk, ahol 
halm azokkal, struktúrákkal, modellekkel is foglalkoztunk, a 
modellelmélet területéhez sorolható.
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Az elsőrendű nyelv ismert definícióját annyiban egysze­
rűbbé tehetjük, hogy a logikai jelek közé csak a n ,  és V 
jeleket vesszük fel (tudjuk, hogy ezekkel a többi kifejezhető). 
Ezekkel a formula fogalmának definíciója is egyszerűbb lesz, 
a prím form ulákból csak a ,n ,  -*■ és V jelek felhasználásával 
építünk fel formulákat.

Az axiómák megadása előtt még egy segédeszközre van 
szükségünk, ez a helyettesítés fogalma. A m atem atikában jól 
ismerjük ezt a fogalmat. Tudjuk például, hogy a természetes 
számok körében igaz a következő azonosság:

-\-2xy-¥y^.

Itt az X változó helyett a 2 a, az y változó helyett a 36 kife­
jezést helyettesítve, a következő azonossághoz ju tu n k :

(2a + 2 h f  =  4a^+ \2ah + 9 í j \

Általában, ha adott egy k kifejezés, egy ,x változójel és egy / 
kifejezés, akkor jelöli azt a kifejezést, amelyet k-hó\ úgy 
kapunk, hogy x minden előfordulása helyébe /-t helyettesí­
tünk.

Form ulákban csak szabadon előforduló változók helyére 
helyettesíthetünk. H a (p egy formula, x egy változó és k egy 
kifejezés, akkor (p^[k'\ jelöli azt a formulát, am it (p-hő\ úgy 
kapunk, hogy x minden szabad előfordulása helyébe k-t he­
lyettesítünk. H a semmi más kikötést nem teszünk, akkor ér­
telmetlen dolgokat is kaphatunk. Például egy megfelelő 
nyelven a 3 y(x<_v) formula igaz állítást fejez ki egy alkalm as 
struktúrán. Ha ebben az x szabad változó helyére az y kifeje­
zést helyettesítjük, akkor az ugyanezen a struk túrán  a hamis 
3 y(y < y ) állítást kapjuk. A bajt itt láthatóan az okozza, hogy 
abban a kifejezésben, amit x helyére helyettesítünk, szerepel 
az y változójel, am it azon a helyen, ahová helyettesítjük, 
kvantor köt le. H a ez az eset nem fordul elő, akkor azt 
m ondjuk, hogy a helyettesítés megengedett.

Á ttérünk az axiómarendszer ismertetésére.
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Ha (p,il/ és X tetszőleges formulák, akkor a következő há­
rom form ulatípust axióm ának fogadjuk el és ezeket állítás- 
axiómáknak hívjuk;

(Al.) (p-*(il/^cp);

(A2.)

(A3.)

A következő két axióm át kvantoraxiómának nevezzük. 
Ezekben q>, ij/ tetszőleges formula, k tetszőleges kifejezés, x 
változójel. Feltesszük, hogy a (Px\_k~\ megengedett helyettesí­
tés, i/^-ben pedig az x változó nem fordul elő szabadon.

(A4.) \/x(p - 

(A5.)Vx(<A Vx<p).

Az első három  axióm a ismerős, ilyen alakúak voltak a III. 
fejezet 2. szakaszában a kíjelentéskalkulus axiómái is. A kü­
lönbség abban van, hogy itt a(p,il/ és x ^gy elsőreiidű nyelv 
tetszőleges formuláit jelenthetik.

Két levezetési szabályt fogadunk el:

1 . tetszőleges (p, \j/ form ulákra a cp és (p - n p  formulákból 
levezethető a ij/ form ula (leválasztási szabály, MP.);

2 . tetszőleges q> form ulára és x változójelre a (p formulából 
levezethető a '^xcp formula [általánosítási szabály, G  (gene­
ralizálás)].

Egy (pi, (p2 , ■■;(p„ form ulasorozatról azt m ondjuk, hogy 
levezetés, ha a sorozat m inden eleme vagy axióma, vagy a so­
rozatban előzőleg m ár szerepelt form ulákból leválasztással 
vagy általánosítással keletkezik. A levezetés mindig a soro­
zat utolsó form ulájának a levezetése.

Egy (p formuláról akkor m ondjuk, hogy levezethető, ha 
van levezetése. Azt, hogy cp levezethető formula, röviden így 
jelöljük: H-<p.
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A A ,  V ,  műveleti jelek használatát a kijelentéskalku­
lusból (III. fejezet, 2 . szakasz) ismert m ódon értelmezhetjük 
itt is. A 3 jel használatát a következő m ódon vezetjük be: 
3iX(p jelölje röviden a következő form ulát:

nV xH (^.

A S . d )  gyakorló feladat alapján tudjuk, hogy ez a rövidítés 
jó  lesz.

A levezethető formula fogalma mellett itt is bevezetjük azt 
az általánosabb fogalmat, hogy egy formula egy adott for­
m ulahalm azból (premisszákból) levezethető. H a F egy te t­
szőleges (véges vagy végtelen) formulahalmaz, akkor azt 
m ondjuk, hogy a cp̂  ̂ (p2 ,-..,(p„ form ulasorozat levezetés 
r-ból, ha a sorozat minden eleme vagy axióma, vagy a F hal­
maznak eleme, vagy a sorozatban előzőleg m ár szerepelt for­
m ulákból leválasztással vagy általánosítással keletkezik. A 
levezetés a sorozat utolsó form ulájának a levezetése.

Azt m ondjuk, hogy a <p formula levezethető a F formula­
halmazból, rövid jelöléssel F i— </>, ha (/)-nek van levezetése
r-ból.

Nyilvánvaló a definíciókból, hogy ha T t— es T =  0, ak ­
kor \—(p, másrészt ha i—</), akkor tetszőleges / -ra F h- <p is 
igaz.

Gyakorló feladatok

21. Igazoljuk példaként, hogy tetszőleges cp form ulára és k kifejezésre 
fennáll, hogy ha a helyettesítés megengedett, akkor

<p t -  <p^\_kl

Megoldás:

A cp feltételből m egadjuk a (p^lk] form ula egy levezetését. Az egyes for­
m ulák után zárojciK- jrtuk . hogyan következik az előző form ulákból.

253



1. (/) (feltétel),
2. Vx(p (G.),
3. V.x(/? ->• (p^[k~\ (A4.),
4. (p,[/c] (2., 3., MP).

22. M utassuk, meg, hogy tetszőleges olyan form ulára, amelyre i 
is igaz!

- (p,  \=(p

Megoldás:

Azt kell m egm utatnunk, hogy az axióm ák logikai igazságok és ha a két 
elfogadott levezetési szabály premisszái logikai igazságok, akkor a követ­
kezm ény form ula is az. Ebből nyilván következik az állitás.

Az (A1.)-(A3.) axióm ákról tudjuk, hogy a kijelentéskalku­
lusban azonosan igaz form ulák; nyilván itt is azonosan igaz 
form ulákat jelentenek.

Az (A4.) axióm ában szereplő implikáció előtagját alakít­
suk át a következő m ó d o n :

'ix(ij/ (p) = Vx(~|tA v(p) =

=  ~l\j/v'ix(p = ip ->Vx(p.

Itt a kijelentéskalkulusból ismert azonosságokat használ­
tuk fel, valam int a z S . c )  feladat eredm ényét (i/^-ben nem sze­
repel az X szabadon).

A leválasztási szabályról m ár tudjuk, hogy azonosan igaz 
premisszákból azonosan igaz konklúziót ad. Az általánosí­
tásról az univerzális kvantor értelméből nyilvánvaló, hogy 
ha (p igaz egy A struktúrán, akkor 'ixcp is igaz ezen az A-n, 
tehát ha <p azonosan igaz, akkor Vx<p is azonosan igaz.

Érdemes itt megjegyezni, hogy az általánosítás az általunk 
elfogadott értelemben nem helyes következtetési szabály, 
azaz nem igaz a (p i= Vx<  ̂ reláció (1. a 2 . szakasz 1 . megjegy­
zését). Azt viszont igazoltuk, hog^ tetszőleges A struk túrára 
1= ^</)-ből következik i= ^xc p  is. Éppen azért, m ert az általá­
nosítási szabályt is elfogadtuk levezetési szabályként, általá­
ban nem igaz, hogy F  i— (p-hő\ következik T l= </). Az előző
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gyakorlat eredményéből azonban következik, hogy ha 
r \ ~  (p, akkor tetszőleges A struk tú ra esetén, ha l= ^r, akkor 
I— is fennáll, azaz ha A modellje T-nak, akkor A modellje 
<p-nek is.

Igen fontos és jelentős eredmény, hogy az előző állítás 
m egfordítása is igaz, azaz tetszőleges <p form ulára fennáll, 
am ennyiben t=(p, akkor i—q). Ez azt jelenti, hogy az axióma- 
rendszer teljes; minden azonosan igaz form ula levezethető 
az axióm ákból az elfogadott levezetési szabályok alkalm azá­
sával. Ezt a tételt K. Gödéi am erikai m atem atikus igazolta 
1930-ban, ezért Gödel-féle teljességi tételnek nevezik. Bizo­
nyítása elég hosszú és mély gondolatm enetet igényel, ezért 
itt nem tárgyaljuk. A tételhez kapcsolódó érdekesebb ered­
ményekre a feladatokban térünk vissza.

Megjegyzés

M ár em lítettük, hogy a m atem atikai axióm arendszerek vizsgálatában 
alapvető logikai szerepet játszik az egyenlőség reláció. H a olyan elsőrendű 
nyelveket vizsgálunk, amelynek jelei között az =  kétváltozós relációjel is 
szerepel, és a bizonyításelm élet eszközeivel is biztosítani akarjuk, hogy ez 
valóban a szokásos egyenlőséget jelentse, akkor további axióm ákban kell 
szabályozni az =  reláció tulajdonságait. Ezek az ún. egyenlőségaxió­
mák. Az

(A6.) y x (x  = x)

axióm a értelm e világos.
A további axióm ák azt biztosítják, hogy ha különböző változójelek 

azonos dolgokat jelölnek, akkor ezek a változójelek függvények, ill. relá­
ciójelek argum entum aiban pó to lhatók  egymással. Ennek megfelelően 
ezekből az axióm ákból annyi van, ahány függvényjel és relációjel van a 
nyelvben. Például egy /  kétváltozós függvényjelre így szól a megfelelő 
axióm a:

(x, =  X3 AX2 =  X j ^ / ( X „ X 2 ) =  / (X 3 ,X 4 ).

Ha R  egy kétváltozós relációjel, ak k o r a megfelelő axióm a igy néz ki:

( X ,  =  X 3 A X 2  =  x J ^ ( / ? ( x , , X 2 ) ^ R ( X 3 , X 4 ) ) .
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A Gödel-féle teljességi tétel megfelelő alakja az így kiegészített axióm a- 
rendszerre is igaz.

Az =  jelet is tartalm azó  elsőrendű logikát szokás az egyenlőségjellel ki­
egészített elsőrendű logikának nevezni.

Feladatok

12. Igazoljuk, hogy ha A véges alaphalm azú struk túra 
(1^1 =  n), akkor egy VxP(x) alakú formula akkor és csak ak­
kor igaz A-n, ha alkalm as «-tagú konjunkció, egy 3xP(x) for­
m ula pedig n-tagú diszjunkcióval ekvivalens!

13. Keressünk olyan eldöntési eljárást, amely választ ad 
arra  a kérdésre, hogy egy q> formula kielégíthető-e egy olyan 
struktúrán, amelynek alaphalm aza n (e N) elemet tartalm az!

14. Legyen L  olyan elsőrendű nyelv, amelyben csak az 
R kétváltozós relációjel szerepel. Igazoljuk, hogy a

(VxVj;Vz(R(x, x) a  {{R(x, y) a  R{y, z)) R{x, z)) a

A  (R{x, y )  V  R{y, x))) 3yVx/?(y, x)

form ula tetszőleges véges struktúrán  igaz. Be van olyan vég­
telen alaphalm azú struktúra, amin a form ula nem elégíthe­
tő ki!

15. Legyen L  olyan elsőrendű nyelv, amely csak k darab  
egyváltozós relációjelet tartalm az. A 20. gyakorló feladat 
eredményének felhasználásával igazoljuk, hogy ha a nyelv 
egy (/) form ulája minden olyan struktúrán igaz, amelynek 
alaphalm aza legfeljebb 2 '‘ elemből áll, akkor \=(p azaz a (p 
form ula azonosan igaz.

16. M utassuk meg, hogy ha az ítéletkalkulus egy tetszőle­
ges azonosan igaz form ulájában a változójelek helyére az el­
sőrendű nyelv tetszőleges formuláit helyettesítjük, akkor 
olyan form ulát kapunk, amely levezethető!

17. Bizonyítsuk be, hogy ha az ítéletkalkulusban bárm e­
lyik helyes következtetési szabályban a logikai változók he­
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lyére egy elsőrendű nyelv tetszőleges formuláit írjuk, és a 
premisszákból ily m ódon kapott formulák halm azát T-val, a 
konklúzióból kapott formulát (/>-vel jelöljük, akkor T i— cp.

18. Igazoljuk a kijelentéskalkulusból ismert dedukció tétel 
megfelelőjét az elsőrendű logikára: legyen F tetszőleges for­
mulahalm az, íp tetszőleges formula, ij/ pedig tetszőleges zárt 
form ula;

ha r,i j /  h- (p, akkor F i— ij/ ->■ <p.

A most következő feladatokban néhány önm agában is fontos és érdekes 
bizonyításelm életi fogalm at vezetünk be, és ezekkel kapcsolatos eredm é­
nyeket tárgyalunk. Itt és a következőkben az L nyelv f  form ulahalm azára

bár nem teszünk semmiféle különleges kikötést úgy érdem es gondolni, 
mint egy m atem atikai axióm arendszer állításainak szerkezetét leíró form u­
lákból álló halm azra. A bevezetésre kerülő fogalmak és a kapo tt eredm é­
nyek ennek alapján lesznek jól érthetők.

Azt m ondjuk, hogy egy f  form ulahalm az ellentmondásos,  ha van olyan 
cp form ula, hogy F ^  cp és F \— ~](p is igaz. A F ellentmondástalan,  ha nem 
ellentm ondásos.

19. Igazoljuk, hogy ha F ellentm ondásos, akkor tetszőle­
ges il/ form ulára fennáll, hogy F ij/.

20. Igazoljuk, hogy a F form ulahalm az akkor és csak ak­
kor ellentm ondástalan, ha bármely véges részhalm aza el­
lentm ondástalan !

21. M utassuk meg, hogy ha q> zárt formula, és T-ból nem 
vezethető le ~\(p, akkor a ru{(p}  form ulahalm az ellentm on­
dástalan !

22. Igazoljuk, hogy ha a T form ulahalm aznak van modell­
je, akkor r  ellentm ondástalan!

23. Tegyük fel, hogy igaz az előző feladatban megfogalma­
zott állítás megfordítása, azaz ha F ellentm ondástalan for­
m ulahalm az, akkor van modellje! M utassuk meg, hogy m in­
den (p zárt form ulára következik ez az állítás;

ha igaz, hogy F  minden modellje modellje (p-nek is, akkor 
F (p is fennáll!
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24. Igazoljuk a Gödel-féle teljességi tétel felhasználásával, 
hogy ha egy F form ulahalm az bármely véges részének van 
modellje, akkor T-nak is van modellje (Gödel-féle kom pakt­
sági tétel)!

Az V. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai

1. M indhárom  állítás két halm az egyenlőségét m ondja 
ki. Ezeket úgy könnyű igazolni, hogy m egm utatjuk: a két 
halm aznak ugyanazok az elemei.

a) x e  (A u B )  x C akkor és csak akkor, ha x == (w, v \  ahol 
u e  A u B  és v e C ,  azaz h'd u e A és v e C, vagy u e  B és v e C .

x e { A x  C)u(B  X C) akkor és csak akkor, ha x e  A x C  
vagy XG B x C ,  azaz x == (w, v\  ahol u e  A é s v e C ,  vagy u e  B 
és VB C.

A  két oldalon álló halm aznak tehát ugyanazok az elemei. 
h ) x E ( A n B ) x C  akkor és csak akkor, ha x  = (u, v), 

u e A n B  és v e C ,  azaz u e  A és u e  B és v e C .
x e { A x  C)n{B x C) akkor és csak akkor, ha x g /I x C és 

x e  B x C ,  azaz x =  (w, r), ahol u e  A és u e  B és v e  C.
c)  x e { A  — B ) x C  akkor és csak akkor, ha x =  (w, v), ahol 

u e  A — B és v e C ,  azaz u e A. u ^ B és v e C.
x e { A x  C) — {Bx  C) akkor és csak akkor, ha x e A x C ,  

x ^ B x C ,  azaz x — [u, v), ahol u e A ,  u ^ B é s v e C .

2. a)  A  form ula azt fejezi ki, hogy m inden számnak van 
többszöröse, ami nyilván igaz.

h)  A  formula értéke hamis, mert pl. 3 nem osztója 5-nek.
c)  A  formula értéke igaz, mert az 1 minden természetes 

számnak osztója.
d)  A  formula értéke nyilván igaz, hiszen van olyan szám, 

am inek van osztója.
e) A  form ula értéke hamis, mert pl. nem igaz, hogy 3 és 5 

legnagyobb közös osztója 2 .
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f )  A  formula értéke hamis, m ert pl. a 2-höz bármely y-i  is 
választunk, nem igaz, hogy 2  és y legnagyobb közös osztó- 
ja  3.

g)  A  formula értéke hamis, m ert pl. a 2-höz és 3-hoz nincs 
olyan y, amelyre 2 és y legnagyobb közös osztója 3.

h) A  formula azt fejezi ki, hogy minden természetes szám ­
hoz van olyan számpár, amelynek ez a legnagyobb közös 
osztója, így értéke nyilván igaz.

3. a)  Az  elsőrendű nyelvben lévő változó, logikai és segéd­
jeleken kívül szükség lesz egy nullaváltozós függvényjelre: 1 , 
egy egyváltozós relációjelre: P, két kétváltozós relációjelre: 
<  és |. Ezen a nyelven az állítás logikai szerkezetét a követ­
kező formulával írhatjuk le:

y x { \ < x ^ 3 y { y \ x A P { y ) ) ) .

Nyilván a nyelv alkalm as interpretációjában ezeket a követ­
kezőképpen választjuk: az alaphalmaz, 1 az „egy" ter­
mészetes szám jele, P a „prím szám nak lenni" reláció jele, < , 
i-ll. I a „kisebb” és „osztható” relációt jelenti.

A formula értéke ebben az interpretációban nyilván igaz.
h)  A  megfelelő elsőrendű nyelv m egadásához érdemes vé­

giggondolni, hogy az interpretációban alaphalm aznak cél­
szerű választani a tér pontjaiból, egyeneseiből és síkjaiból ál­
ló halm azt. Ennek megfelelően a nyelvben a következő egy­
változós relációjeleket vesszük fel: P, £, S ; kétváltozós relá­
ciójelek legyenek: ||, _L, -e-. Az interpretációban P, £ ,  S  rend­
re a „pon t”, „egyenes”, „sík” egyváltozós relációkat jelentik, 
a I I ,  ± , -0 - pedig a „párhuzam os”, „merőleges”, „illeszkedik” 
kétváltozós relációkat. Ezek alapján az állítás szerkezetét így 
írhatjuk le:

Vx(£(x) VyVwVi;((S(y) a  E { u ) a  E { v ) a

A U - e - y  A V - e - y  A  ~ ] U  || V A  X ± U  A  X ^ - V )  - >

Vz((£(z) A z ^ y )  x l z ) ) \
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A form ula egy ismert geom etriai tétel logikai szerkezetét 
fejezi ki, tehát az adott interpretációban a logikai értéke 
igaz.

c)  Az előző példákban többféle alkalm as nyelvet is meg­
adhattunk  volna. Itt is többféle lehetőség közül választha­
tunk. H a arra  törekszünk, hogy lehetőleg kevés jelet tarta l­
mazzon a nyelv, akkor elég a következő Függvényjeleket fel­
venni; 0 (nullaváltozós), -f- és • kétváltozós. Az =  kétválto­
zós relációjelet elég felvenni a nyelvbe. Ezek segítségével az 
állitás logikai szerkezete a következő:

VaVWcVí/3x(((í/ . (x-{x-x) )  + h- (x-x) )  + c-x)  + d = 0 ).

Az interpretáció alaphalm azának R-et, a valós számok hal­
m azát választjuk, 0 a nulla valós számot jelöli, +  és • az R-en 
értelmezett összeadást és szorzást. Látható, hogy itt „meg­
spóro ltuk” a hatványozás kifejezésére alkalm as függvényjel 
bevezetését.

4. Az elsőrendű nyelvben egy egyváltozós: N  és két kétvál­
tozós relációjelet veszünk fel: H, G. A tervezett interpretá­
cióban, amelynek alaphalm aza az emberek, ezek jelentése a 
következő lesz: „nő”, „házastársa”, „gyermeke”. A feladat az, 
hogy olyan form ulákat Írjunk fel, amelyek az interpretáció­
ban a m egadott relációkat jelentik.

a )  k z  „ X  anyja y-nak” relációt nyelvileg kissé nehézke­
sebben, de az adott összefüggésben a logikai szerkezetet jól 
láthatóan igy fejezhetjük k i : „x nő és y gyermeke x-nek”. En­
nek megfelelően a keresett formula:

N{x)AG(y,x) .

b)  A z  „ X  testvére y-nak” azt jelenti, hogy x és y ugyanan­
nak a gyermekei, tehát az alkalm as form ula:

3z(G(x, z) A  G{y, z)).

260

c)  Az „ X  nagyapja v-nak” azt jelenti, hogy x férfi -  azaz 
nem nő -  és y a gyermeke x gyermekének. A megfelelő 
formula:

n  N{x) A 3 z(G(z, x) A G{y, z)).

d)  A z  „ X  unokatestvére y-nak” reláció azt jelenti, hogy x 
és y szülei testvérek. így az alkalm as form ulát a kövétkező 
m ódon írhatjuk fel:

3uBv{G(x, u) A  G(y, r )  a  3z(G(m, z ) a  G{v, z ))).

e)  Itt az „ X  apósa y-nak” reláció logikai szerkezete ilyen 
alakú: „ X  férfi és y a házastársa x gyermekének”. A megfelelő 
formula:

nN (x)A 3z(G (z, x )A //(y , z)).

5. a) A z  azonosság bal oldalán álló form ula egy tetszőle­
ges struktúrán akkor és csak akkor igaz, h;i a P-nek megfele­
lő egyváltozós reláció a struk túrában  konstans igaz. Nyilván 
ugyanekkor igaz a jobb oldalon álló formula is.

h)  A b a \  oldali formula egy rögzített struk túrán  akkor és 
csak akkor igaz, ha a P-nek megfelelő reláció nem konstans 
hamis. Világos, hogy a jobb  oldali formula is pontosan ek­
kor igaz.

Az a ; é s /)> azonosság azt fejezi ki, liogy egy form ulában a Icötött válto­
zók jelölését meg lehet változtatni úgy, hogy új, a form ulában még nem 
szereplő változót vezetünk be.

Az utóbbi kikötés lényeges, m ert pl. a VxR(x, i’) és VyR(v’, ,v) form ulák 
nyilván nem azonosak.

) Tegyük fel, hogy egy A struktúrán a bal oldali formula 
ig.iz. A konjunkció definíciója szerint ez akkor és csak akkor 
áll fenn, ha <p is és 3xP(x) is igaz A-n, azaz q> igaz A-n és a 
P-nek megfelelő A-beli reláció nem konstans hamis. Ez 
utóbbi akkor és csak akkor teljesül, ha 3x(P(x) a  cp) igaz A-n
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(itt felhasználtuk, hogy cp-hen az x változó nem fordul elő 
szabadon).

d)  A  c)  feladathoz hasonló, egyszerű meggondolással iga­
zolható ez az azonosság is.

e)  H asználjuk fel a > t  és d)-t,  és alakítsuk át a bal oldalon 
álló form ulát:

VxP(x) V Vxg(x) =  VxP(x) V 'ÍyQ(y) =

= Vx(P(x)vVyQ(y)) =  VxV>;(P(x) v Ö(j;)).

f )  Az e)  azonosság bizonyításához hasonlóan b ) é s  c)  fel- 
használásával így alakíthatjuk át a bal oldalt;

3xP(x) A 3xÖ(x) =  3xP (x)a 3yQ{y) =

= 3x(P(x) A  3yö(y)) =  3x3};(P(x) a  Q{y)).

g)  H asználjuk fel a m ár bizonyított azonosságokat (8 . a ) 
gyakorlat, 9. gyakorlat):

VxP(x) ^  3xQ(x) =  nV xP(x) V  3xQ(x) =

=  3x n  P(x) V 3xÖ(x) =  3x( n  P{x) V Ö(x)) =

=  3 x (P (x )-ö (x )) .

6 . a)  Tegyük fel, hogy egy A struk túrán  igaz a formula 
előtagja és m utassuk meg, hogy az utótag is igaz.

H a t=^VxVy/?(x, y), akkor az R-et interpretáló kétváltozós 
reláció A, alaphalm azának minden elem párjára igaz, de ak­
kor nyilván azokra is, amelyeknek első és m ásodik kom po­
nense egyenlő, tehát t= ^Vx/?(x, x).

b)  Tegyük fel, hogy egy ado tt A struk túrán  i=^3xi?(x, x). 
Ez nyilván azt jelenti, hogy az R-et interpretáló kétváltozós 
reláció nem üres, de akkor i= ^3x3yR(x, y) értéke is igaz.

c )  Mivel (p-hen az x nem szerepel szabadon, ezért egy 
('J-nél erősebb állítást is könnyű igazolni a z S . g )  bizonyítá­
sában használt módszerrel:
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Vx((p P(x)) =  Vx( n  (P V P(x)) = - \ (p v  VxP(x) =

= (p-^  VxP(x).

7. A form ulát a bizonyított azonosságok felhasználásával 
alakíthatjuk át:

( nVxP(x) V  3xQ(x)) A  (P(x) ->■ 3xS(x)) =

=  (3x n  P(x) V  3 xQ(x)) A  ( n  R(x) v  3yS(y)) =

=  3x( n  P(x) V  Q(x)) A  3y( H  R{x) v  S(> ;))  =

=  3z( n  P(z) V Q(z)) A 3y( H R(x) v S(y)) =

=  3 z3y((P (z)-^e(z ))A (P (x )-S (y ))).

8 . Az elsőrendű nyelv a szokásos jeleken kívül tartalm azza 
még a P, Q, R egyváltozós relációjeleket is. Ekkor az egyes 
típusokba tartozó állítások szerkezetét a következő form u­
lák fejezik ki:

A Vx(P(x) -  <2(x)),

E V x (P (x )^  nQ (x));

/  3x(P(x) a Q(x));

0  3x(P(x)a nQ(x)).

Igazoljuk pl., hogy a következő szillogizmusok helyes kö­
vetkeztetések :

a)  Vx(Q(x) n/?(x)), Vx(P(x) ^  Ö(x)) N Vx(P(x)

-]R(x));

b)  Vx(Q(x)-^ nR(x)), 3x(P(x)aQ (x)) n  3 x(P (x)a

A  -\R{x)).

a ) Tegyük fel, hogy egy A struktúrán  igazak a premisszák. 
Ekkor A alaphalm azának tetszőleges elemére a Q(x) ^  

-]R{x)  és P(x) -> Q(x) formulák igazak, de akkor az imp­

263



likáció definíciója szerint a P(x) ->■ ~lR(x) formula is tetsző­
leges alaphalmazbeli elemre igaz, tehát

h)  Tegyük fel, hogy egy A struktúrán igazak a premisszák. 
Ekkor az A alaphalm azának tetszőleges elemére Q{x) 

n  R{x) igaz és van olyan a eletpe az alaphalm aznak, amire 
P{x) A Q(x), azaz P{x) is igaz. Öe akkor erre az a elemre 
~\R(x) is fennáll, igy P(x) a  ~\R(x) igaz. Ez azt jelenti, hogy

i= ^ 3 x ( P ( x ) a  n / ? ( x ) ) .

tehát a következtetés helyes.
9. a)  A következtetés részletes vizsgálata után látható, 

hogy benne az élőlények A halm azáról és az ezen értelmezett 
„x-nek őse / ’ reláció tulajdonságairól van szó. így a szerke­
zet leírására alkalm as elsőrendű nyelvet kapunk, ha a szoká­
sos jeleken kívül még egy R kétváltozós relációjelet veszünk 
fel. Ezen a nyelven a következtetés szerkezete így írható fel:

VxV>-Vzp(x, y)AR{y,  z) ^

-> R{x, z)), V xn/?(x, x) 1= VxV}’R(x, y).

A következtetés nem helyes, mert pl. egy olyan A struktúrán, 
amelyen R-et egy üres reláció reprezentálja, a két premissza 
igaz (az első azért, mert az implikáció előtagja hamis), míg a 
konklúzió nyilván hamis, hiszen az alaphalm az nem üres.

h)  A  következtetésben a természetes számok halm azának 
elemeiről, természetes számok között értelmezett relációkról 
van szó. így alkalm as nyelvet úgy tudunk konstruálni, hogy 
először megvizsgáljuk, milyen elemek, ill. relációk vannak a 
konkrét következtetésben. Látható, hogy az 1, 11 és 113 ter­
mészetes számok fordulnak elő, továbbá a „kisebb”, „prím ­
szám ”, „osztója” relációk. Ezért a megfelelő elsőrendű nyelv 
jeleihez a következőket vesszük hozzá: a, b, c nullaváltozós 
függvényjelek (konstans jelek), P  egyváltozós relácíójel, Q és
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R kétváltozós relációjelek. A következtetés szerkezetét elő­
ször írjuk le „m atematikai gyorsírással”, azaz a logikai jelek, 
a < , I (osztója) jelek alkalm azásával, majd ezután könnyen 
át tudjuk írni a választott elsőrendű nyelvre:

3x (1< x a x < 113a x | 113)-^

3x(x<  11 A  X  prím a  x 1113);

Vx((x< 11 A X prím) ~lx 1113);

V x ( ( l  < x  A x <  1 1 3 ) n x | i l 3 ) .

A következtetés logikai szerkezete:

3x{R{a, x) A  R(x, c) a  Q ( x , c ) ) ^

3x{R(x, h) A  P(x) A  Q{x, (■)),

Vx((/?(x,/>)a P(x))-^  n ö (x ,  c ) ) ^

1= Vx((P(a, x ) a R{ x , c)) ~lQ{x, c)).

Tegyük fel, hogy egy megfelelő A struktúrán a két pre­
missza igaz. A m ásodik premissza igaz voltából következik, 
hogy

{R{x, b) A P(x)) ^  nQ (x, c)

az A struk tú ra A alaphalm azának minden elemére igaz. Az 
utóbbi formulát a kijelentéskalkulus azonosságai alapján

n  R(x, h ) v  n  P(x) V n  Q(x, c)

alakra hozhatjuk. Mivel ez a form ula minden /1-beli elemre 
igaz, ezért a tagadása,

R(x, b) AP{x) AQ{x , c )

minden /4-beli elemre hamis, tehát

3x{R{x, b) A  P(x) A  Q{x, c))

hamis A-n. Mivel az első premisszát alkotó implikáció igaz,
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és azt találtuk, hogy az u tótagja hamis, ezért az előtagja, 

3x(i?(a, x) A  R{x, c) A  Q{x, c)) 

is hamis A-n, de akkor az

R{a, x) A  R(x, c) A  Q(x, c) 

form ula A minden elemére hamis, így a tagadása, a 

n(/?(a, x) A  R{x, c) A  Q{x, c)) =

=  (i?(a, x) A  R{x, c)) nQ (x, c) 

form ula A minden elemére igaz, tehát a 

V x p (a ,  x ) A R { x , c ) ) ^  nQ(x ,c ) )

formula, a konklúzió A-n igaz. A következtetés tehát helyes.
c) A  következtetésben szereplő kijelentésekből a követke­

ző két reláció elemezhető k i ; „x a falu borbélya” és „x boro t­
válja y-t”. Ennek megfelelően, az alkalm as elsőrendű nyelv­
ben a szokásos jeleken kívül egy egyváltozós relációjelet: 
B  és egy kétváltozós relációjelet: h veszünk fel. Ezen a nyel­
ven a következtetés szerkezetét így írhatjuk fel:

Vx(B(x) ^ y ( x h y ^  ~\yby)) n3xB(x).

Tegyük fel, hogy egy A struktúrán a premissza igaz. Az is­
mert azonosságok alapján a premisszát így is írh a tju k :

' Í x Íy{~ \B{x)v{xby ~\yby)).

Ez a form ula igaz A-n, így a

~\8{x)v{xby*-^ ~lyby)

form ula a struk túra A  alaphalm azának bármely elem párjára 
igaz, de akkor a

~lB(x) V  (xbx <-> ~\xbx)

form ula is A  minden elemére igaz. (Ennek a form ulának a je ­
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lentése 2. feladat szövege alapján ez lenne: „vagy nem igaz, 
hogy X a falu borbélya, vagy x akkor és csak akkor borotvál­
ja  önm agát, ha nem borotválja önm agát”). A diszjunkció 
m ásodik tagja m inden elemre hamis, így ~18{x) minden 
elemre igaz, ezért B{x) minden elemre hamis, azaz 3xB{x) ha­
mis A-n, így a konklúzió, n3xB (x) igaz A-n, tehát a követ­
keztetés helyes.

10. Jelöljük (p-vd a kijelentéslogika egy tetszőleges, azo­
nosan igaz form uláját és (p*-g&\ az ebből helyettesítéssel ka­
pott elsőrendű formulát. Tetszőleges A struk tú rát is válasz­
tunk és ezen bárhogyan is értékeljük a </)*-beli szabad válto­
zókat -  ha vannak - ,  a <p-beli logikai változók helyére he­
lyettesített kom ponensekre kapo tt logikai értékek (p-\ igazzá 
teszik, tehát qy* igaz A-n, de akkor

11. Az állítás egyszerűen következik az előző feladat ered­
ményéből, hiszen a helyes következtetés fogalma visszave­
zethető az azonosan igaz form ula fogalmára. Legyen a kije­
lentéslogikában helyes következtetés:

( Pk^  (P
és az ebből helyettesítéssel kapo tt következtetés

(pu ( f í t - - ;  <Pk 1= 9*-

Mivel a feltétel szerint ((^i a  ( ^ 2  a  . . .  a  azonosan
igaz formula, a 10. feladat eredménye szerint

{ ( p * A( p ^ A. . . A( p t ) ^ ( p *  =

= (pt ((pt ^  ■ ((Pk ^  (P*)-■ ■)
is azonosan igaz, de akkor a helyettesítéssel kapott követ­
keztetési szabály is helyes.

12. A feltevés szerint A alaphalm aza, A elemeinek száma 
n. Bővítsük ki a nyelvet (és természetesen a struk túrát is)
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úgy, hogy mindegyik elemre egy nevet (ill. egy nullaváltozós 
függvényjelet) hozzáveszünk. Legyenek ezek: a ,, ü 2 , ■■■, a„. 
A konjunkció és az univerzális kvantor definíciója alapján 
világos, hogy

VxP(x) =  P(a i) A  P{ü2 ) A  . . .  A  P{a„).

Ugyancsak a diszjunkció és az egzisztenciális kvantor definí­
ciója alapján nyilvánvaló, hogy

3xP(x) =  P (ű ,)v P (a 2 )v . ..v P (a „ ) .

13. A 7. feladatban alkalm azott módszerrel minden for­
m ulát átalakíthatunk úgy, hogy az összes kvantor a formula 
elején álljon és ezek után olyan formula következik, amely 
m ár prím form ulákból az ítéletkalkulus műveleteivel épül fel. 
Az ilyen alakú formulát prenex normálformának nevezik.

Az előző feladat eredményének felhasználásával, a kapott 
prenex form ulához található  olyan -  kvantorokat m ár nem 
tartalm azó -  formula, ami ekvivalens az eredeti formulával. 
Ezt a form ulát azután még átalakíthatjuk  úgy, hogy az eset­
leges szabad változók helyére vesszük a 1 2 . feladat m egoldá­
sában bevezetett konstans jeleket az összes lehetséges m ó­
don, és az így kapott -  változójelet m ár nem tartalm azó for­
m ulák -  diszjunkcióját képezzük.

Az eredeti formula nyilván akkor és csak akkor elégíthető 
ki az adott struktúrán, ha a kapott formula kielégíthető. Ezt 
viszont m ár a kijelentéskalkulusban megismert eldöntési el­
járással lehet megvizsgálni.

14. Tekintsünk egy tetszőleges A véges struktúrát, amely­
nek alaphalm aza n elemet tartalm az és egy kétváltozós relá­
ció van értelmezve rajta. H a a formula előtagja hamis A-n, 
akkor az implikáció igaz, így feltehetjük, hogy az előtag igaz 
A-n.

Alkalmazzuk a m ár ismert szemléltetést: pontokkal szem­
léltetjük az alaphalm az elemeit és azt, hogy két elem között 
fennáll a reláció úgy ábrázoljuk, hogy a relációhoz tartozó
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pár első elemét ábrázoló pontból nyilat rajzolunk a második 
elemet szemléltető ponthoz. Az előtag igaz, és mivel ez kon­
junkció, tehát minden tagja igaz: minden pont össze van 
kötve önmagával, a harm adik konjunkciós tag szerint b ár­
mely két pont össze van kötve egyikből a m ásikba vezető 
nyíllal, a középső tag szerint pedig ha P-ből vezet nyíl Q-ha 
és Q-ból R-be,  akkor P-ből is vezet nyíl R-be.  Azt kell meg­
m utatnunk, hogy az utótag is igaz. Ez a szemléltetésben azt 
jelenti, hogy van olyan pont, amelyből minden ponthoz ve­
zet nyíl.

Válasszuk ki azt a pontot, ahonnan a legtöbb nyíl indul ki, 
legyen ez P. (Ilyen van, mert csak véges sok pont van.) Azt 
fogjuk megm utatni, hogy P-ből minden pontba vezet nyíl. 
P-ből önm agába vezet nyíl. Tegyük fel, hogy van olyan P-től 
különböző Q pont, ahova P-től nem vezet nyíl; ekkor vi­
szont fordítva, Q-ból vezet P-be nyíl. Azonban az előtag m á­
sodik konjunkciós tagja által kifejezett tulajdonság szerint 
Q-ból minden olyan R pontba is vezet nyíl, ahonnan P-be, 
azaz Q-bó\ több nyíl vezetne ki, m int P-ből, ellentétben a fel­
tevéssel. A formula utótagja is igaz, tehát a formula igaz A-n.

Adjunk meg egy végtelen struk tú rát úgy, hogy alaphalm a­
za legyen a természetes számok N halm aza és az R  reláció je ­
lentése legyen ezen a Ekkor világos, hogy az implikáció 
előtagja igaz, mert a ^  reláció reflexív, tranzitív és bármely 
két természetes szám összehasonlítható vele, de az utótagja 
hamis, mert nincs legnagyobb természetes szám. így a for­
mula nem elégíthető ki ezen a struktúrán.

A feladatból adódik az a fontos tanulság, hogy vannak olyan form ulák, 
am elyekről csak végtelen s truk tú rán  derül ki, hogy nem logikai igazságok.

15. Tegyük fel, hogy az állítás nem igaz, azaz a q> formula 
minden olyan struktúrán igaz, amelynek alaphalm aza legfel­
jebb 2'‘ elemből áll, de mégsem azonosan igaz. E kkor a taga­
dása, a ~\(p kielégíthető, de a 2 0 . gyakorló feladat eredménye
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szerint akkor kielégíthető egy olyan struktúrán  is, amelynek 
alaphalm aza legfeljebb 2*“ elemet tartalm az. Ez viszont azt 
jelenti, hogy ~l~\(p = (p hamis egy olyan struktúrán, aminek 
alaphalm aza legfeljebb 2 '‘ elemből áll, ellentétben a feltevés­
sel. így az állitás igaz.

A feladat eredm énye és a 13. feladat alapján bármely, csak k d a rab  egy­
változós relációjeleket tartalm azó  form ulát kielégíthetőség szem pontjából 
elég megvizsgálni a 2‘-nál nem tö b b  elemet tarta lm azó  alaphalm azzal ren­
delkező véges s tru k tú rákon  - erre pedig van eldöntési eljárás.

A 14. feladat szerint a kétváltozós relációjeleket is tartalm azó  form ulák 
körében hasonló  állitás m ár nem igaz.

16. A kijelentéskalkulus axiom atizálásakor elfogadott 
axióm ák, ill. levezetési szabályok az elsőrendű logika axió­
mái, ill. levezetési szabályai között is szerepelnek. Ebből 
nyilván következik, hogy az elsőrendű logika axióm áiból az 
elfogadott levezetési szabályokkal m inden olyan formula le­
vezethető, amely a kijelentéskalkulus egy levezethető form u­
lájából úgy keletkezik, hogy benne a logikai változók helyé­
re a nyelv tetszőleges form uláit helyettesítjük. Azt tudjuk 
már, hogy a kijelentéskalkulus levezethető form uláinak ösz- 
szessége azonos az azonosan igaz form ulák halmazával. Ez­
zel az állítást igazoltuk.

17. Az elsőrendű logikában a T i— <p fogalom definíciója 
nyilván bővítése a kijelentéskalkulusban megismert megfele­
lő fogalomnak. így az állítás nyilván igaz, hiszen bárm ely 
olyan kíjelentéskalkulusbelí form ulasorozatban, amely a 
r -b ó l egy levezetés, a logikai változók helyére az elsőrendű 
nyelv form uláit helyettesítve olyan form ulasorozatot ka­
punk, amely levezetés T-ból az elsőrendű nyelvben.

18. A bizonyítás gondolatm enete a kijelentéskalkulusban 
megismert bizonyításhoz hasonló. Ebben m ár felhasználjuk 
az előző két feladat eredményét is.
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(Pl, (P l,--;  (PÁ= (P) 

a (p egy levezetése F, i/^-ből. Teljes indukcióval igazoljuk, 
hogy minden i ^  n esetén F \— 4/ (Pi-

H a 1 = 1 , akkor q>i vagy axióma, vagy F  eleme, vagy azo­
nos i/^-vel. Ezeket az eseteket pontosan ugyanúgy leliet el­
intézni, mint a kijelentéskalkulus esetében (felhasználva a 17. 
feladat eredményét).

Tegyük fel, hogy 1 és í-re igaz az állítás. M utassuk
meg, hogy T i— i/̂  (p, + , is igaz.

H a ( / ) ( + 1  axióma, T-nak eleme, vagy i/^-vel azonos, akkor a 
m ár említett m ódon járhatunk  el. Ugyancsak a kijelentés­
kalkulusból ismert m ódon igazolhatjuk az állítást, ha a 
leválasztási szabállyal keletkezik a sorozatban előzőleg sze­
repelt formulákból. Azt az esetet kell még megvizsgálnunk, 
ha (Pi+ 1 egy q>j ( j ^ i )  formulából általánosítással keletkezik. 
Az indukciós feltevés szerint F ij/ cpp ebből általánosí­
tással F ' ix{^  -> (py) adódik. Mivel ij/ zárt, így x nem for­
dul elő benne szabadon,

Vx(i/  ̂ -> (pj) -*• {ij/ -* 'ixcpj) axióma, így a leválasztási sza­
bály alkalm azásával azt kapjuk, hogy

F\->l/  ^Wx(pj{=

és ezzel a dedukció tételt igazoltuk.
19. Tegyük fel, hogy F ellentm ondásos, azaz van olyan (p 

formula, hogy F ^  q> és F \ -  -\(p. Legyen ij/ a nyelv egy tet­
szőleges formulája. A kijelentéskalkulusból tudjuk, hogy egy 
~\P -y {P Q) alakú formula azonosan igaz, de akkor a 16. 
feladat szerint

F I— ~\(p -*{(p ->■ lA).

Ebből és a két feltevésből a leválasztási szabály kétszeres al­
kalm azásával azt kapjuk, hogy

F ^ i j / .

Tegyük fel, hogy T, i/̂  h-  cp és zárt. Legyen
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20. Tegyük fel, hogy a F form ulahalm az ellentm ondásta- 
lan, de van olyan véges F' részhalmaza, ami ellentmondásos. 
Ez azt jelenti, hogy van olyan <p formula, amire F' cp és 
F' ~](p. Mivel F' része T-nak, ezért F cp és F h- is 
igaz, azaz F ellentmondásos, ellentétben a feltevéssel.

Tegyük fel, hogy F bármely véges része ellentm ondásta- 
lan, de F mégis ellentmondásos. Ekkor van olyan cp formula, 
amelyre F \— cp és F ~](p. M indkét levezetésben T-ból 
csak véges sok formula szerepelhet, így ha ezek összességét 
r '-v e l jelöljük, akkor F' véges része T-nak és ez is ellentm on­
dásos lenne, ellentétben a feltevéssel.

21. Tegyük fel, hogy cp zárt formula és T-ból nem vezethe­
tő le ~]cp és Fu{(p]  mégis ellentmondásos.

Tudjuk, hogy FKj{(p}-bő\ bármilyen formula levezethető 
(19. feladat), tehát l ep  is, azaz

F.cph- ~̂ (p.

A dedukciótétel szerint (18. feladat), mivel cp zárt formula. 
Így F \— cp ~]cp. Az  ítéletkalkulusban a (P ~lP) ^  ~lP 
formula azonosan igaz, így a 16. feladat szerint (<p 
-> ~](p) ^  ~lcp. A  leválasztási szabály alkalm azásával tehát 
azt kapjuk, hogy F \— ~\(p, q z  pedig ellentm ond a feltevés­
nek. így a Fu{(p}  form ulahalm az ellentm ondástalan.

22. Tegyük fel, hogy a F form ulahalm aznak egy A struk­
tú ra  modellje és F mégis ellentmondásos. Ekkor a 19. feladat 
szerint bármely zárt cp form ulára F h- cp és F \— ~l(p. T ud­
juk, hogy ekkor F  minden modellje modellje (/>-nek is és 
n cp-mk is. De \= ĉp és ^ ^~l ( p  egyszerre lehetetlen, m ert ha 
a cp zárt formula igaz A-n, akkor az értékelés definíciója sze­
rint ~]cp hamis. E llentm ondásra ju to ttunk , tehát a F form u­
lahalm az ellentm ondástalan.

23. Tegyük fel, hogy bár igaz:

a)hs i  F  ellentm ondástalan, akkor van modellje, mégsem 
teljesül, hogy
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h ) abból, hogy F minden modellje modellje cp-mk is, kö­
vetkezik, hogy F cp (cp zárt formula).

Ez azt jelenti, hogy van olyan cp zárt formula, hogy F m in­
den modellje modellje cp-nek is, de T-ból nem vezethető le cp. 
Ekkor F ellentm ondástalan (mivel nem m inden formula ve­
zethető le belőle), de akkor a 2 1 . feladat szerint T u j  lep]  is 
az, tehát az a )  feltétel szerint van A modellje. Erre \= ^~]cp és 
\= ^F m iatt \= cp is teljesül, ami lehetetlen. E llentm ondásra

ju to ttunk , így az állítás igaz.

A feladat eredm énye azt m utatja, hogy a Gödel-féle teljességi tételhez 
elég lenne igazolni, hogy m inden ellentm ondástalan  form ulahalm ^/nak  
van modellje. Ennek bizonyítása elég hosszadalm as, a bizonyítás lényege 
az, hogy az ellentm ondástalan form ulahalm azhoz alkalm as m ódon k onst­
ruálni kell egy olyan struk túrát, ami modellje a form ulahalm aznak.

24. A bizonyításhoz felhasználjuk a Gödel-féle teljességi 
tételt. Tegyük fel, hogy F bármely véges részének van m o­
dellje. Ekkor a 22. feladat szerint F bármely véges része el­
lentm ondástalan, de akkor a 23. feladat szerint F is ellent­
m ondástalan, tehát a Gödel-féle teljességi tétel szerint van 
modellje.

273



Kiadja a M űszaki Könyvkiadó
Felelős kiadó: Bérezi Sándor ügyvezető igazgató
Felelős szerkesztő: O láh Judit m atem atikus
A 4. kiadást gondozta: Halm os M ária
M űszaki veztő: Abonyi Ferenc
M űszaki szerkesztő: Szigeti Róbertné
A borítót tervezte: Trajan Kft.
A könyv ábráit rajzolta: Balázs Ivánné 
A könyv form átum a: Fr5 
ívterjedelm e 13,74 (A/5)
Ábrák száma: 90
Azonossági szám: 10453
Készült az M SZ 5601:83 és 5602:83 szerint

Nyom ta és kötötte a Sylvester János N yom da 
Felelős vezető: Varró A ttila ügyvezető igazgató



A a ( B v C) =  { A a B ) ^ { A a C) A v ( B a C) =  ( A v B) A{ A^ y C)

A /\ (A \f B) =  A A v { A a B) =  A

A A A =  A A v  A =  A

-|(/1 A B) =  n-4 V n B  ~l(/l vB ) =  ~I;4a  "IB

~]~iA =  A.

A - f B =  - ] A v B A ^ B  =  ( ~I Av B ) a { A v - \B)  

A \ B = - i( A a B) A \ B = - ] { A v B)

A ® B  =  { A a n B ) v ( - l / l  a B )

-lVxP(x) =  3x - |  P(x) - |  3xP(x)  =  V.x -1 P{x)

Vx(P(x)  A e(x)) =  VxP(.v) A Vx(2(x) 3x(P(x) V Q(x)) =  3xP(x)  v 3xÖ(.x).

Következtetési szabályok:

A , A - * B > = B  - } A - * ^ B , B i = A

A B  *= ~ ^ B ^ A  ~ I A - \ B  B a

A - * B ,  B - ^ C t = A - ^ C  - 1 A ->■ B , - l A - \ B  1= A 

Vx(P(x) 2(x)), Vx(Q(x) -> R(x)) 1= Vx(P(x) -  R(x))

Vx -lR (x, x), VxVyVr((/?(x, v) A R{y, r)) R{x,  z)) t= VxVy(R(x, y) -*

-  nl?(y,x))

VxVy{R(x, >.) ^  R{y, x ) \  VxVyVz((R(x, y) a  R(y, z))

->■ R{x, z) l  Vx3y/?(x, y) i= VxR(x, x).

Azonosságok:


