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BEVEZETES

Ennek a feladatgy(ijteménynek az a célja, hogy a mate-
matikai logika legfontosabb alapfogalmaival és alkalmaza-
saival ismertesse meg az Olvasoét. A feladatgyljtemény anya-
ganak megértése nagyon kevés konkrét matematikai eldis-
meretet tételez fel (nagyjabol a gimnazium elsé két osztalya-
nak matematika-tananyagat), de a fogalmak megeértése, a fel-
adatok megoldasa komoly matematikai érdeklodést és
absztrakcios készséget igényel. A matematikai logika olyan
részeit itt nem targyaljuk, amelyeknek megértéséhez sziik-
ség lenne a végtelen halmazok szamossagaval, ill. matema-
tikai axiomarendszerekkel kapcsolatos ismeretekre.

A példatar egyes pontjai altalaban harom részre tagolod-
nak. A bevezetében roviden Osszefoglaljuk a legfontosabb
fogalmakat, tételeket. Ezek alkalmazasaként gyakorlo fel-
adatok kovetkeznek — ezek megoldasa kozvetleniil a kitlizés
utan kovetkezik — majd a pont végén 6nallé megoldasra
szant feladatok kovetkeznek. A kitlizott feladatok megolda-
sat minden fejezet végén, egy helyen talalja meg az Olvasé.

A gyakorlo feladatok és a feladatok anyagaban sok fontos
elméleti ismeret talalhato. Az is eléfordul, hogy fogalmak de-
finiciojat, tételek megfogalmazasat is itt talalja meg az Olva-
sO. Aki a matematikai logika alapjainak rendszeres felépité-
sét akarja megismerni, annak szamara fontos, hogy sorra ve-
gye — és lehetbleg Onalldéan oldja meg a gyakorl¢ feladato-
kat és feladatokat.

Az azonossagokban — amint azt a targyalas soran majd
indokoljuk — mindenhol egyenldségjelet irtunk.



A képletek, formulak, gyakorlo feladatok és feladatok sza-
mozéasa minden romai szammal jelzett fejezetben Gjra kez-
dédik. Ha egy formula sorszamara vagy gyakorlé feladatra,
feladatra hivatkozunk, akkor annak a fejezetnek a megfeleld
formulajarol, gyakorlé feladatarol, feladatardél van szo,
amelyben a hivatkozas eléfordul. Ellenkezd esetben mindig
utalunk a megfelel6 fejezetre is.

Konnyebben kdvethetd, a tobbi rész ismerete nélkiil is fel-
dolgozhaté részt alkotnak a feladatgydjtemény kovetkezd
fejezetei és pontjai: I. fejezet, I1. fejezet 1. és 2. szakasz, IV. fe-
jezet 1.szakasz, V. fejezet 1. és 2. szakasz. Az elméleti logikai
ismereteket az L., I1., V. és V. fejezet tartalmazza; ez a rész is
onallo, osszefiiggs egészet alkot. A II1. fejezet a matematikai
logika miszaki alkalmazasaival foglalkozik.

Megjegyezziik még, hogy a matematikai logikaban — a
matematika sok mas agahoz hasonléan — nem alakult ki
egysegesen elfogadott jelolésrendszer és terminologia. Ebben
a feladatgytjteményben a magyar nyelven altalaban megho-
nosodott — nagyrészt Kalmar Laszl6 altal bevezetett — termi-
nologiat hasznaljuk, de esetenként megemlitiink mas, ujabb
elnevezéseket is.

A szerz6

I. A HALMAZALGEBRA
ES LOGIKAI ALKALMAZASAI

1. Halmaz, részhalmaz

A hétkoznapi életben, a tudomanyokban és kiilonosen
a matematikaban nagyon gyakran talalkozunk bizonyos
targyak, dolgok, fogalmak Osszességével. A matematikaban
ezeket az Osszességeket halmazoknak nevezzilk. A hétkozna-
pi szOhasznalatban altalaban bizonyos k6z0s tulajdonsag
alapjan szoktunk targyakat, dolgokat egy csoportba, egy
halmazba tartozonak tekinteni. A halmaz matematikai fo-
galmaban ez a szempont nem lényeges. A matematikaban
egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha tudjuk, mik az
elemei, azaz barmely dologrol meg tudjuk mondani, hogy a
halmaznak eleme-e vagy sem. Ennek megfeleléen két hal-
mazt egyenlének tekintiink, ha ugyanazok az elemei. Példaul
az,,Anna” sz6 bet(iibdl allo halmaz azonos a ,,na” sz6 betii-
bél alld6 halmazzal, ezt a halmazt igy is szoktuk jelOlni:
ta, n}, azaz kapcsos zarojelben felsoroljuk a halmaz elemeit.
Azt a tényt, hogy az ,,a” bet(i eleme az {a, n} halmaznak, ro-
viden igy jeloljiik :

a€ {a, nj.

~ Annak rovid jelolésére pedig, hogy a ,,b” betii nem eleme az

{a, n} halmaznak, a kovetkezd jelsorozatot hasznaljuk:
b ¢ {a, nj.

A kapcsos zarojeles jeldlést halmazok megadasara akkor is alkalmaz-
zuk. ha ténylegesen nem tudjuk, vagy nem akarjuk felsorolni a halmaz sz-
szes elemét, példaul:

‘n: n természetes szam, 0=n=<100]

jeloli a 100-nal nem nagyobb természetes szamok halmazat. A természetes
szamok végtelen sok elemet tartalmazd halmazanak szokésos jelolése
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0,1,2,..,.n,...},
vagy

{p . I }
—:p,g>0,p, qegész

q

a pozitiv tortszamok halmazat jeldli.

Ha egy A4 halmaz minden eleme eleme a B halmaznak is,
akkor azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek. Roviden: ,,4
része B-nek”, és ezt igy jeloljiik:

AcB.

Erdemes megjegyezni, hogy ez a megallapodas egyben azt is
jelenti, hogy minden A halmaz része sajat maganak, azaz tet-
szbleges A halmazra igaz, hogy Ac A. Ha az A és a B hal-
mazrol tudjuk, hogy A< B, de A+ B, azaz B-nek van olyan
eleme, ami nem eleme A-nak, akkor azt mondjuk, hogy
A valédi része B-nek.

Gyakorlé feladatok

1. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B és C halmazokra teljesiil:
a) ha AcB és Bc A, akkor A=B:
h) ha Ac=B és BcC, akkor AcC.

Megoldads :

a) A részhalmazfogalom alapjan A< B azt jelenti, hogy ha x € A, akkor
X € Bis, masrészt tudjuk, hogy Bc A is igaz, tehat x € B-bdl x € A kovetke-
zik. Ez azt jelenti, hogy az 4 és B halmaznak ugyanazok az elemei, tehat
A=B.

h) Mivel A< B, tetsz6leges x € A-rol tudjuk, hogy x € Bis igaz, de B C
miatt akkor x e C is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy 4 minden eleme eleme
C-nek is, tehat AcC.

2. Jeldljiik | A |-kel az A véges halmaz elemeinek szamat. Igazoljuk. hogy
ha | 4| = n, akkor A-nak 2" szamu kiilonb6z6 részhalmaza van!

Megoldas:

El6szor vizsgaljuk az n=3 esetet, azaz legyen
A={ab,c}.

Az A Osszes részhalmazat a kovetkezéképpen sorolhatjuk fel:

az tires halmaz: 9,

egyelemii halmazok: {a}, (b}, {c},

kételemi halmazok: {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢},

az A halmaz: {a, b, ¢}.
A részhalmazok szama: 8. Erdemes észrevenni, hogy az egyes részhalma-
zokat a kovetkez6 modszerrel is kivalaszthatjuk: a halmaz elemeinek jele
alarendre a 0 vagy 1 szamjegyet irjuk, a 0 azt jel6li, hogy a felette all6 ele-
met nem valasztjuk be a részhalmaz elemei koz¢, az | pedig azt, hogy az
elemet bevalasztjuk a részhalmazba. Példaul az {a, ¢} részhalmaz kivalasz-
tasat igy végezhetjiik:

ta, b, c¢}.
101
Ez a modszer adja az Otletet az altalanos eset vizsgalatahoz is. Legyen
|A| = n és jeloljik ajvel (i =1,2,...,n) az A halmaz elemeit. Ekkor az
A = la,, dy, ..., a,} halmaznak annyi kiilonb6z6 részhalmazat tudjuk ki-

valasztani, ahanyféleképpen az elemek ala 0-kbdl és 1-esekbdl allo kiilon-
b6z6 sorozatot tudunk irni. Ez utébbiak szamat konnyi Osszeszamolni,
hiszen az n hely mindegyikére 0-t vagy 1-et irhatunk. igy minden helyre két
lehet8ségiink van, ez Osszesen 2" lehetdség, ennyi tehat a részhalmazok sza-
ma is. (Lattuk, hofy n=3 esetén ez a szam 8§=23)

A 2. gyakorlo6 feladatra érdemes még egy masik bizonyita-
si moédot is végiggondolni. Most elészor azt a specialis esetet
vizsgaljuk, amikor az 4 halmaz kételemi:

— 1
A= {a, b}
Ennek részhalmazai:
)
f ’ fh
al hr
Ay, (4, b). 05

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik meg a részhalmazok sza-
ma, ha az A halmazhoz még egy 0j elemet hozzavesziink!
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{a. b, ¢} részhalmazai kozott most is szerepelnek az el6z6
halmazok, de mindegyikbdl még egy tovabbi részhalmazt
kapunk, ha az 1j, ¢ elemet hozzavessziik:

f

{0 ¢ 16}’ h o

@ ch e ek
Azt allapithatjuk meg, hogy ha a halmazhoz egy uj elemet
hozzavesziink, akkor a részhalmazok szama megduplazo-
dik. Ebb6l mar kovetkezik az allitas az altalanos esetre is,
mert egy egyelemli halmaznak nyilvan két részhalmaza van:
az lires halmaz és maga a halmaz, tehat n=1 esetén a rész-
halmazok szama 2=2'. Minden tovabbi elem hozzavételé-
vel a részhalmazok szama kettdvel szorzodik, tehat a 2 kite-
vOje 1-gyel nd. Ezt a gondolatmenetet egészen pontosan a
kovetkezOképpen lehet megfogalmazni:

[. ha n=1, akkor a részhalmazok szama 2!, tehat a feladat
allitasa n=1-re igaz;

II. tegyiik fel, hogy az n elemd halmaz részhalmazainak
szama 2", és mutassuk meg, hogy ebbdl az kovetkezik, hogy
azn+ 1 elem( halmaz részhalmazainak szama 2"*'. Ez valo-
ban igaz, mert az n elemd halmazhoz egy 0j elemet hozzavé-
ve a részhalmazok szama megduplazédik.

Az 1. és 1. egyiittesen biztositjak az allitas igaz voltat tet-
szbleges n pozitiv egész szamra, hiszen n=1-re. 1. szerint
igaz, n=2-re pedig a II. szerint o6roklédik az allitas az n=1
esetrdl, err8l n=3-ra is 6roklddik, és igy tovabb. Ezt a bizo-
nyitasi modot teljes indukcionak nevezik.

Altalaban egy természetes szamokra vonatkozo A, allitast
teljes indukcioval a kovetkezOképpen igazolhatunk:

I. megmutatjuk, hogy igaz az allitas n=1-re (esetleg
n=0-ra), majd

II. feltéve, hogy n-re igaz az allitas, megmutatjuk, hogy eb-
bdl a feltételbdl kovetkezik n+ 1-re is az allitas igaz volta.

12

Az 1. és I1. egyiitt biztositja, hogy az A, allitas tetszbleges
természetes szamra igaz. A kovetkezOkben tobbszor fogjuk
hasznalni a teljes indukcios bizonyitasi modot.

Nézziink még egy példat a részhalmazok korében!

Az a kérdés lesz vizsgalodasunk targya, hogy hany adott
elem{ részhalmaza van egy halmaznak. Kételem( halmaz
példaul a {0, 1} halmaz; ennek 1 iires részhalmaza, 2 egyele-
mi részhalmaza van: {0}, {1} és 1 kételem{i részhalmaza,
amely Onmaga. Noveljiik eggyel a halmaz elemeinek szamat,
vizsgaljuk a

10,1, 2}
halmaz részhalmazait.

1 iires halmaz: 9,

3 egyelemi halmaz: {0}, {1}, {2},
3 kételemi halmaz: {0,1}, {

1 haromelemd halmaz: {0, 1, 2}.

Hasonl6 moédon adodik, hogy a {0, 1, 2, 3} négyelemd hal-
maz kiilonbozé elemszamu részhalmazai: 1 iires, 4 egyelem(,
6 kételemd, 4 haromelemd és 1 négyelemii. A konnyebb at-
tekinthetdség kedvéért irjuk most le egymas alatti sorokba
az eddig vizsgalt eseteket:

a kiilonb6zo elemszamu
részhalmazok szama

a halma:z
elemeinek szama

2 121
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

Eszrevehetd szabalyszertiséget latunk: a sorban két egymas
melletti szam Osszege a kovetkezd sor megfelel eleme. Ezt
pontosabban igy fogalmazhatjuk meg mindjart altalanosan:
az (n+1) elemi halmaz k elem( részhalmazainak szama
egyenld az n elemi halmaz (k— 1) elemii és k elemi részhal-

13



mazai szamanak Osszegével, azaz a binomialis egyiitthatok-
kal felirva:

()~ ()G

Gyakorlé feladat

3. Igazoljuk az el6bb megfogalmazott allitast!

Megoldds :

Lattuk, hogy az allitas n=2-re és n=3-ra igaz. Az adott n elem halmaz
(mivel csak az elemek szama érdekes) legyen 0,1,2,...n—1},azn+1 ele-
mié halmazt ebbdl ugy kapjuk, hogy n-et hozzavessziikk uj elemként.
A £0,1,2, ..., n} halmaz k elemi részhalmazait a kovetkez8képpen szamol-
hatjuk ossze. A k elemii részhalmazok k6z0tt elészor azokat vessziik sorra,
amelyeknek eleme n, ezek szama annyi, ahany k—1 elemi részhalmazt ki
tudok valasztania (0,1, 2, ..., n—1} n elemd halmazbdl, majd azokat sza-
moljuk Sssze, amelyeknek nem eleme n. Ez utobbiak szama éppen annyi,
ahany k elemi halmazt ki tudok valasztani a {0,1,2,...,n—1] n elemi
halmazbol. A két szam dsszege adja a keresett szamot, azaz az n+ | elemi

halmaz k elemi részhalmazainak szamat.
A felirt tablazatot ezek alapjan kénnyen folytathatjuk is, a kapott ha-
romszdg alaku szamtablazat az un. Pascal-hdromszdg.

2. Miiveletek halmazokkal

Halmazok korében miiveleteket is végezhetiink. Ket
adott halmaz, 4 és B egyesitése (unioja) az a halmaz, amely-
nek elemei vagy az A, vagy a B halmaznak elemel, és mas
eleme nincs. A kapott halmazt igy jeloljiik:

AUB,
és egy megadasi modja:
AUB = {x: xe A vagy x€ Bj.
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Példaul az 4 = [k: k pozitiv paros szam! és

= {I: | pozitiv paratl am ) ¢ ité
. B = an szam; halmazok :
a pozitiv egész szamok halmaza. ’ cevestitee
Két adott halmaz, 4 és B kozos része (metszete ) az a hal-

maz, amelynek elemei az 4 és B k6z6s elemei és ma
] s mas el
nincs. A kapott halmazt igy jeloljiik : ceme

AnB
és igy adhatjuk meg:
ANB = {x: xe A és xeB}.

Reldé}ul, ha ,fijeléli a 3-ma} oszthato pozitiv egész szamok, B pedig a pozi-
tn{ paros szamok halmazat, akkor AnB a pozitiv, 3-mal oszthato paros
szamok halmaza, tehat a 6-tal oszthat6 pozitiv szamok halmaza.

Két adott halmaz, 4 és B kiilonbsége az a halmaz, amely-

?}ek li:le:mei azok az A-beli elemek, amelyek nem elemei
-nek.

Jelolése:
A—B,
és egy megadasi modja:
A—B = {x: xe A é x4 B).

Peldaql, ha 4 jgléli a pozitiv racionalis szamok halmazat, B pedig az 1-nél
nem kl_sebb racionalis szamok halmazat, akkor 4 — B az 1-nél kisebb pozi
tiv racionalis szamok halmaza. P

Zetlirdcimels trnli:gemliteni meg, hogy a halmazok kérében vég-
t muveleteket, az an. halmazalgebrai miiveleteket
3. abrékkal szemléltethetjiik : \ ezl 2,
Az lly”en tipusﬁ‘ébrékat Venn-diagramnak nevezziik. A
rknegfelelo muyeletl ,azonosségok szemléltetésére szintén al-
almasak az ilyen abrak, hangsulyozni kell azonban, hogy

ize;k csak szemléltetik, de nem bizonyitjak az azonossago-
at.

15



ANB
2. abra

A-B

3. abra

Gyakorlé feladat

4. 1gazoljuk, hogy

a) az U mivelet kommutativ és asszociativ;

b) a N miivelet kommutativ és asszociativ;

¢ ) érvényes a kovetkezd két (disztributiv) azonossag: tetszlleges A, B és
C halmazokra

(1) AU(BNC) = (AUB)N(AUC),
(2) An(BuC) = (AnB)U(ANC).

Megoldas:

Az azonossagokat kozvetleniil a miiveleti definiciok alapjan konnyen
igazolhatjuk. Példaképpen megmutatjuk, hogy az U miivelet asszociativ.
Legyen A, B és C tetszélegesen adott harom halmaz. Azt kell igazolnunk,
hogy

(*) (AuB)UC = AU(BUC).

16

Két halmaz egyenl8ségét ugy igazolhatjuk, hogy megmutatjuk, hogy a két
halmaznak ugyanazok az elemei:
xe(AuB)uC akkor és csak akkor, ha
xe AuB, vagy xeC, azaz
x€ A, vagy xe B, vagy xeC.
Az x € AU(BUC) akkor és csak akkor all fenn, ha
x € A, vagy x € BUC, azaz
x € A, vagy xe B, vagy xe C.
Ezzel megmutattuk, hogy a (*) egyenléség két oldalan alloé halmaznak
ugyanazok az elemei, azaz a két halmaz egyenld. Hasonloan igazolhat6 az
a) és b) tobbi azonossaga is. _
Mutassuk még meg példaul a ¢) (1) azonossag érvényességét:
x € AU(BNC) akkor és csak akkor teljesiil, ha
x € A, vagy x € BnC, azaz
x€ A, vagy xe B és xe C.
Ezt pedig igy is kifejezhetjiik:
x€ A, vagy xe B és xe A vagy xe C.
Az utoljara kapott Osszefiiggés éppen azt fejezi ki, hogy x eleme az (1)
egyenldség jobb oldalan all6 halmaznak, tehat a két halmaz valéban
egyenld.
5. Szemléltessiik és igazoljuk a kovetkezd Osszefiiggéseket:
a) ha AcC és B< C, akkor AuB<C;
b) ha AcBés A=C, akkor AcBNC;
¢) AU(BNA) = A és An(BUA) = A (elnyelési szabaly).

Megoldas :

Az a) allitast a kovetkezOképpen szemléltethetjiik (4. abra):

4. abra

A bizonyitas is egyszer(. A feltételekbdl kovetkezik, hogy ha x € A4 vagy
x € B, akkor x € C, tehat
ha x e AUB, akkor x € C, vagyis AuB<C.

2 Matematikai logika 17



A b) allitast az 5. abra szemlélteti.

8nc 5. abra

A bizonyitast igy végezhetjiik el: ha x € 4, akkor a feltételekbdl kovet-
kezik, hogy x € B és x € C is fennall, tehat x e BnC is igaz.

A ¢) azonossagok koziil példaul az elsd 1gy lathaté be: mivel
AcAu(Br\A) ezért elég belatni, hogy a forditott iranyu tartalmazas is
igaz. Mivel BnAc A, ezért AU(BNnA)c= A is igaz

A halmazalgebra alkalmazasa soran, de kiilonosen a logl-
kai alkalmazasok soran az egyik leggyakoribb eset az, ami-
kor a szoban forgé halmazok egy rogzitett alaphalmaz rész-
halmazai, és a miiveleteket e részhalmazok korében végez-
ziik. A logikai alkalmazasokban ezt az alaphalmazt gyakran
»univerzum”-nak is nevezik, és U-val jelolik.

Ezzel kapcsolatban érdemes bevezetni a komplementerkép-
zésnek nevezett egyvaltozos miveletet: tetsz8leges Ac U
halmazhoz az 4 komplementereként az A = U— A halmazt
rendeljitk hozza

Gyakorlé feladatok
6. Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat:
a) ZUB =A mB;
b) ANB = AUB:

¢) AUA = U;
d) AnA = 0;
e) A=A
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Megoldads :

Az a) az azonossagot a kovetkezoképpen igazolhatjuk:

x € AUB akkor és csak akkor, ha x ¢ AUB, azaz x ¢ A és x ¢ B, ami pe-
dig ekvivalensazxe Aés x e B feltétellel, azaz az x € An B feltétellel, ez pe-
dig azt jelenti, hogy a két halmaz egyenld.

Teljesen hasonld modon igazolhat6 a b) azonossag.

A ¢ ) azonossagot is hasonlé modszerrel lgazolhatjuk de konnyt vegng-
gondolni helyességét a kovetkezd moédon is. Mivel A4 = (U-A)cU és
Ac U, ezért AuAdc U, masrészt ha x € U, akkor vagy x € A vagy x¢ A és
ekkor x € A, tehat xe AuA mindenképpen teljesiil. Ez azt jelenti,” hogy
Uc AUA is igaz, tehat a két halmaz egyenld.

7. Ha adott az U alaphalmaz két tetszleges részhalmaza, A és B, akkor
ez a két halmaz az U alaphalmazt altalaban négy részre bontja fel; az egyes
részek a kovetkezOképpen fejezhetdk ki A és B felhasznalasaval:

AnB, AnB, AnB ¢é ANB
(6. abra).

6. abra

a) Legyenek A, B és C tetszéleges részhalmazai U-nak. Allapitsuk meg,
hany részre bontjak ezek az U alaphalmazt, és fejezziik ki a kapott részeket
A, B és C felhasznalasaval.

b) Legyenek A,, A,. ..., A, az U alaphalmaz tetszOleges részhalmazai.
Allapitsuk meg, hany részre bontjak ezek az U alaphalmazt, és fejezziik ki
az egyes részeket A, A,. ..., A, felhasznalasaval.

Megoldas :

a) Az alaphalmazt és az A, B, C részhalmazokat a kovetkez6képpen ab-
razolhatjuk (7. abra):
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Ul 7. abra

Az egyes részeket a kovetkezoképpen fejezhetjiik ki:
l.. AnBnC,

AnBAC,

AnBNC,

AnBAC,

AnBNC,

AnBAC,

AnBNC,

ANnBNC.

©oN e s W

bh) A teljes indukcio modszerével konnyen lathato, hogy az U alaphal-
maztaz A,, A,, ..., A, n darab részhalmaz 2" részre ,vagja szét”. A kapott
részeket a kovetkezGképpen fejezhetjiik ki:

APnAZAL A Al
ahol
i;=0,1 (j=1,2,...n) ¢é A'=A, Al =4,
Feladatok
1. Szamoljuk 0ssze egy 2n+ 1 elem(i halmaz (n>0, egész
szam) paratlan szdmu elemet tartalmazo részhalmazait!

2. Szamoljuk ossze egy 2n elemii halmaz paratlan szamu
elemet tartalmazo részhalmazait!
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3. Két adott halmaz, A4 és B szimmetrikus differencidjanak
nevezziik és A/\B-vel jeloljiikk azt a miveletet, amelyet igy
definialunk:

AAB = (A—B)U(B— A).

Igazoljuk, hogy a /A miiveletre érvényesek a kovetkezd
azonossagok:
a) AAB = BAA;
b) (AAB)AC = AA(BAC);
c) ANA =0,
d) AND = A4;
¢) AN(AAB) = B.

4. Legyen A és B két tetszOleges halmaz, €s jelolje o az v,
N, ill. /A mivelet valamelyikét. Allapitsuk meg, hogy az
AoX = B egyenletnek melyik mivelet esetén van egyértel-
mi megoldasa X-re!

5. Ha A véges halmaz, akkor jelolje |A| az A elemeinek
szamat. Igazoljuk a kovetkezé azonossagokat!

a) tetszOleges A és B halmazra:

|AUB| = |A|+|B|—-|ANB;
b) tetszOleges A, B és C véges halmazra:
|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|—=|ANC|—
—|BNC|+|AnBNC|.

6. Altalanositsuk az 5. feladatban szerepld Osszefiiggéseket
n szamu véges halmaz esetére!

7. A 6. feladatban talalt formula felhasznalasaval igazol-
juk, hogy tetszéleges n pozitiv egész szamra fennall a kovet-
kezd Osszefiiggés: ha n Osszes kiilonbozé primosztoi py, p,,
.. P, akkor az n-nél kisebb, n-hez relativ prim szamok
szama:

(D0
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8. Jeloljon A és B tetszOleges véges halmazt! Igazoljuk,
hogy
|AAB| = |A|+|B|—2|ANBI.

9. A 3. b) feladat szerint a /A mivelet asszociativ, tehat
tetszéleges véges szamu halmazra értelmezheté a mdvelet.
Igazoljuk, hogy az

A IAAZA- . 'AAn

halmaznak azok és csak azok az elemei, amelyek az 4,, 4,,
..., A, halmazok koziil paratlan soknak az elemei!

10. Altalanositsuk a 8. feladatban szerepl6 formulat n sza-
mu véges halmaz esetére!

3. A halmazalgebra logikai alkalmazasai

A klasszikus logikanak az ,osztalykalkulus” vagy a
»tulajdonsagok logikaja” néven ismert aga a matematika
eszkozeivel egyszerien a halmazalgebra egy alkalmazasa-
ként targyalhato.

Tegyiik fel, hogy kiindulasként adott egy nem iires U hal-
maz (az univerzalis halmaz vagy roviden univerzum) és a
halmaz elemein értelmezett ¢, t,, ... tulajdonsagok. Ekkor a
t, tulajdonsag vizsgalatat visszavezethetjiik a

T,={x:xeU ¢é x 1t tulajdonsaga}

halmaz vizsgalatara. Megforditva is igaz. Az U halmaz T,,
T,, ... részhalmazainak vizsgalata azt jelenti, hogy egyben a
ty: »a T, halmaz elemének lenni” tulajdonsagokat vizsgaljuk.
Az osztalykalkulusban a részhalmazokra az osztaly elneve-
zést szokas hasznalni. Példaul, ha U a természetes szamok
halmaza, akkor a ,,primszam”, ,,paros szam”, ,,négyzetszam”
stb. tulajdonsagok vizsgalatat visszavezethetjiik a primsza-
mok, paros szamok, négyzetszamok halmazanak vizsgala-
tara.
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Az osztalyok logikajanak egyik f6 vizsgalati teriilete az
osztalykalkulus eszkozeivel vizsgalhatdo kovetkeztetések
elemzése. Az ilyen tipusu kovetkeztetések kozé tartoznak a
klasszikus logika altal is vizsgalt kategorikus szillogizmu-
sok.

Gyakorlo feladatok

8. Az osztalykalkulus eszkozeivel fogalmazzuk meg a

minden 6-tal oszthatd szam oszthatd 3-mal,

minden 3-mal oszthatd szam szamjegyeinek Osszege oszthatd 3-mal,
tehat:

minden 6-tal oszthatd szam szamjegyeinkk Osszege oszthatd 3-mal,
kovetkeztetést, és igazoljuk, hogy a kovetkeztetés helyes!

Megoldas :

Valasszuk alaphalmaznak a természetes szamok N halmazat! A kovet-
keztetésben eléforduld tulajdonsagokat a kovetkez6 részhalmazokkal jel-
lemezhetjiik :

P a 6-tal oszthaté szamok halmaza,

Q a 3-mal oszthaté szamok halmaza,

R azoknak a szamoknak a halmaza, amelyek szamjegyeinek Osszege
3-mal oszthaté. Ezeknek a jeloléseknek a felhasznalasaval a két feltételt  a
premisszdkat - a kovetkez6képpen irhatjuk le:

PcQ ¢é QcR,

a kovetkezményt - a konklaziot - pedig igy fogalmazhatjuk meg formali-
san (formalizalhatjuk):

PcR.
A kovetkeztetés szerkezetét roviden igy jeloljiik:
PcQ. QcRe=PcR

(olv.: ,P<=Q és Q= R-bdl kovetkezik P<=R”).

A két premisszanak nyilvan kovetkezménye a konkluzid, hiszen ezt mar az
1. b) gyakorlo feladatban igazoltuk. A kovetkeztetés szerkezetét Venn-
diagrammal is konnyen szemléltethetjiik (8. abra) (a bevonalkazott részek
azt jelzik, hogy a rész iires).
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8. abra

9. Formalizaljuk a kovetkezd kovetkeztetést és igazoljuk is helyességét:
A négyzetszamok utolsd szamjegye nem lehet 3.
A 63-ra végz6dd szamok utolso szamjegye 3,
tehat
a 63-ra végz6d4 szamok nem négyzetszamok.

“Megoldas:

Alaphalmaznak valasszuk ismét a természetes szamok halmazat, N-et.
és a kovetkeztetésben el6forduld tulajdonsagoknak feleltessiik meg a ko-
vetkez6 részhalmazokat:

P a négyzetszamok halmaza;

Q azok a természetes szamok, amelyeknek utolsé szamjegye 3;

R a 63-ra végzddo6 természetes szamok.

A két premisszat igy formalizalhatjuk:

PcQ, RcQ.
A konkluziét a kovetkezdképpen irhatjuk fel szokasos jeloléseinkkel:
RcP.
Tehat a kovetkeztetés szerkezete: P<Q, R=Q = R P. A kovetkeztetés
helyességét konnyen igazolhatjuk. Mivel R< Q és P<Q, ezért ha x € R, ak-

kor x € Q, tehat x ¢ P, azaz x € P, tehat R < P teljesiil. A kovetkeztetést a 9.
abran szemléltettiik (a bevonalazott részek iiresek).

9. abra

A 8. és 9. gyakorlo feladatban targyalt kovetkeztetések a
kategorikus szillogizmusok korébe tartoznak. A kategorikus
szillogizmusok olyan tipusu kovetkeztetések, amelyekben
akar premisszaként, akar konkluzioként a kovetkezd alakt
kijelentések fordulhatnak el6:

Minden P-Q; A tipusu;

Minden P-nem Q; E tipusu;

Van olyan P, ami Q; I tipusu;

Van olyan P, ami nem Q; O tipust.

A kijelentéstipusokban szerepld P, Q egy U alaphalmazon
értelmezett tulajdonsagokat jelolhetnek. Jeloljiik .ugyan-
ezekkel a betlikkel az U-nak P, ill. Q tulajdonsagh elemeibdl
allé részhalmazat. Ekkor az el6z6 négy tipust kijelentés
szerkezete a kovetkezé modon irhaté le az osztalykalkulus-
ban:

A PcQ (10. abra);

E PcQ (11. abra);



I PnQ=+9 (12. abra);

O PnQ+0 (13.4abra).

(az abran a * azt jelenti, hogy a megfeleld rész nemiires).

- Egy kategorikus szillogisztikus kovetkeztetésben mindkét
premissza és a konklazio is a fenti négy tipusu kijelentés ko-
ziil keriilhet ki, és a harom kijelentésben U-nak Osszesen 3
kiilonbozé részhalmaza szerepelhet. Ilyenekre lattunk pél-
dat a 7. és a 8. gyakorlo feladatban.

Feladatok

11. Igazoljuk az osztalykalkulus eszkozeivel a kovetkezo
tipusu kategorikus szillogizmusok helyességét:
a) QcR, PcQ&=PcR;
b) QcR, PnQ+#0=PnR =90
12. Dontsiik el a kovetkezd tipusokrol, hogy helyes kovet-
keztetési formak-e! Ha nem helyesek, egészitsiik ki ezeket
ujabb premissza felvételével helyes kovetkeztetésekké!
a) QcR, QcP k= PnR =*0;
b) RnQ +0, QcPiE=PnR=*=0.

Az 1. fejezetben Kkitiizott feladatok megoldasai

1. Oldjuk meg eldszor a feladatot abban a specialis
esetben, amikor n=2, azaz szamoljuk 0ssze egy haromelem?i
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halmaz paratlan szamua elemet tartalmazé részhalmazait!
Legyen az adott halmaz {0, 1, 2} és csoportositsuk a részhal-
mazokat annak megfeleléen, hogy paros vagy paratlan sza-
mu elemet tartalmaznak :

paros paratlan
@, (0,1, 2},
0, 1}, {2}
}09 2}’ {1 }’
(1.2} (0}.

Azt tapasztaljuk, hogy a részhalmazoknak pontosan a fe-
le, tehat 4 részhalmaz tartalmaz paratlan szamu elemet. Esz-
revehetjiik azt is, hogy mindig 6ssze tudunk parositani egy
paratlan és egy paros szamu elemet tartalmazé részhalmazt
ugy, hogy a két halmaznak nincs k6z0s eleme, és egyesitésiik
éppen a teljes halmazt adja. Ez az észrevétel adja az altala-
nos eset bizonyitasahoz is az otletet.

Legyen A olyan véges halmaz, amelyre |4| = 2n+ 1. Jelol-
je Ay, Ay, ..., A az A paratlan, B,, B,, ..., B;az A paros sza-
mu elemet tartalmazo kiillonbozé részhalmazait. TetszOleges
Ahez egyértelmien hozzarendelhetjiik az 4— A4, halmazt,
amely szintén A részhalmaza, és nyilvan paros szamu elemet
tartalmaz, tehat valamelyik B-vel egyenld. Mivel ha i, #1i,,
A, * A, ezért A—A; + A— A;,. A paros és paratlan szamu
elemet tartalmazé részhalmazokat tehat ezen a médon ugy
tudjuk osszeparositani, hogy mindegyik A,-nek megfelel egy
B;, és kiilonbozdknek kiilonbozd felel meg. Ez azt jelenti,
hogy szamuk megegyezik: k=1 és mivel k+1 = 2?""" (az
Osszes részhalmazok szama), k=22", azaz az Osszes részhal-
mazok fele tartalmaz paratlan szamu elemet.

2. Az el6z6 feladatban alkalmazott modszer itt nem hasz-
nalhato, mert egy paros szamu elemet tartalmazé részhal-
mazt elvéve a 2n elemd halmazbdl, szintén paros szamu ele-
met tartalmazé részhalmazt kapunk. Helyette a kovetkezd
otlet segit. Hasznaljuk fel, hogy az el6z6 feladatbodl tudjuk,
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hany paratlan szamu elemet tartalmazé részhalmaza van
egy paratlan sok elemii halmaznak.

Legyen az adott 2n elem@ halmaz A = {0,1, 2, ...,2n—1}.
A (2n—1)-gyel jelolt elem elhagyasaval A4-bol egy 2n—1,
azaz paratlan szamu elemet tartalmazé halmazt kapunk.
Csoportositsuk ennek részhalmazait, kiilon a paros szamu
elemet tartalmazokat, kiilon a paratlanokat. Ezek mind
részhalmazai A-nak is, és A tobbi részhalmazat Ggy kapjuk,
hogy ezekhez hozzavessziik a (2n— 1)-gyel jelolt elemet. Igy a
parosokbol paratlan, a paratlanokbol paros részhalmazokat
kapunk. Mivel eredetileg ugyanarinyi paros volt, mint parat-
lan, a hozzavétellel is ugyanez a helyzet, tehat az 4 Osszes
részhalmazainak szintén a fele paratlan. Tehat 22"~ ! szamu
paratlan sok elemet tartalmazé részhalmaza van A-nak.

3. a) Megmutatjuk, hogy a két oldalon all6 halmaznak
ugyanazok az elemei. Tegyiik fel, hogy x € A/AB, ez azzal ek-
vivalens, hogy x€ 4 és x ¢ B vagy x€ B és x ¢ A, ez viszont
ugyanazt jelenti, mint x € BAA.

Hasonl6 modon igazolhato a b) azonossag is.

A ¢) igazolasdhoz hasznaljuk fel a /A definiciojat:
x e AN A akkor és csak akkor, ha xe€ 4 és x ¢ A, ez viszont
egyetlen x-re sem teljesiilhet, tehat ANA = 0.

Mivel x e A/A@ akkor igaz, ha x € 4 és x ¢ 0, ez pedig azzal
egyenértéki, hogy x € A, azaz a d) azonossag igaz.

Az e) azonossagot az el6z6kben igazolt azonossagok fel-
hasznalasaval konnyl bizonyitani:

AN(AAB) = (AANA)AB = OAB = BAD = B.

4. Jelolje el6szor - az U miveletet, azaz vizsgaljuk meg az
AuX = B egyenlet megoldhatosagat. Mivel AuX-nek ele-
me az A halmaz minden eleme, ezért az egyenletnek csak ak-
kor lehet megoldasa, ha A< B. Ebben az esetben viszont
minden olyan X halmaz megoldas, amire teljesiil, hogy

B—Ac X < B,

tehat (az A=0 eset kivételével) tobb megoldas is van.
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Ha o a n miveletet jeloli, azaz az AnX = B egyenlet
megoldhatésagat vizsgaljuk, akkor nyilvan ki kell kotni,
hogy B A teljesiiljon. Ha ez a feltétel teljesiil, akkor minden
olyan X halmaz megoldas, amire

BcX és
(A—B)nX = 0.

5.a) Az AUB halmaz elemeinek szamat megkapjuk, ha
Osszeszamoljuk A4 elemeinek szamat, B elemeinek szamat és
ezek Osszegébdl levonjuk azoknak az elemeknek a szamat,
amiket kétszer szamoltunk, azaz AN B elemeinek a szamat.

b) Az a) feladat megoldasiban megismert médon okos-
kodhatunk. Az A UBUC halmaz elemeinek szaméanal altala-
ban tobbet kapunk, ha dsszeadjuk A4, B és C elemeinek sza-
mat. Ha az 6sszegbdl levonjuk azoknak az elemeknek a sza-
mat, amiket kétszer szamoltunk, azaz AnB, AnC és BNC
elemeinek szamat, akkor lehet, hogy kevesebbet kapunk a
helyes eredménynél, hiszen a mindharom halmazba beletar-
tozo6 elemeket 3-szor szamoltuk hozza, de 3-szor le is von-
tuk. Igy végiil ezeknek a szamat, azaz az *AnBNC halmaz
elemeinek szamat még hozza kell adni a kapott eredmény-
hez.

6. Az attekinthetdség kedvéért elészor irjuk fel az Ossze-
fliggést négy véges halmaz esetére:

[A WA UA3 A = Ay | +]A |+ A5+ Ay =
—|AnAy|=A;n A5 -
—|AiNALl—[A;nAz]—
—[A;nAy|—[A3n A+
+|A Ay Azl + AN AN Al +
+AsnAsn Ay —|A1nA; N A3 Ayl
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Az Osszefiiggést bizonyithatjuk kézvetlenilitl ell(zonela(lztui/oén
: és ha én i uk ezeket. Va-
is, ahogy két és harom halmag esetén igazoltuk '
;ngzunglzl most egy masik utat is, a teljes mduk,c1oet, 'amely az
altalanos eset bizonyitasahoz is alkalmas modszer! o
Az A,UA,UA;UA, halmazt két halmaz, az A’1g zuk}t
és A, héllmaz egyesitésének tekintjijlf és felhasznaljuk a ké
halmazra mar bizonyitott Osszefiiggest:
(1) 1A, uA VA3 VAL = |A; A UAs|+ Al —
— (A VA UA)N ALl
5ség j : Is6 tagja a mar bizonyi-
1) egyenldség jobb oldalana}< e agja r bizonyl-
éoztt( l)lérggm halmazra vonatkozo oOsszefiigges szerint 1gy Ir

hato fel:
(2) |4, VA UA;] = |All+|Az|+1Asl-|AlﬁA2|—
—[AN A= 1A;n As[+
+|A;nA,NA;l.

Az (1) jobb oldalanak harmadik tgg:jé} alakitsuk at a hal—
mazalgebrai azonossagok felhasznalasaval:

(3) (A, uAUA)NAL = (A;NA)U(A,n AL) (AN AL).

A (3) jobb oldalan allé alakra ismé’ti allfalmazzuk a hérhoar‘rl
halmazra vonatkozd igazolt 6sszefuggjst (/11“ gglyr;qeagzy()kat)
. S ’

tekintjiik az A;N Ay, Ay A, A3N A, A ).
2akzgjtl)(en alk;lmazzuklaz ismert halmazalgebrai azonossa

gokat:

(4) |(AlmA4)u(A2(\A4)u(A3mA4)| =
= [A, N Ayl +1 A0 Ag] +1 430 Aul—
—|A1r\A2r\A4|—|A1r\A3r\A4|—
—1A20A3mA4|+|AlmAzmA3mA4|.
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A (2) és (4) egyenl8ségek jobb oldalat (1)-be helyettesitve
megkapjuk a bizonyitando egyenléséget. Az altalanos esetre
vonatkozo formulat igy irhatjuk fel:

(5) |4, AL UA, | = §A, | +[ Ay |+ +] A, |—
—(|A10A2|+]A1r\A3|+...+lAlmA,,|+
AN A1+ .+ A, nA, )+
+(|A10A2m/43]+~-~+|An~2mAn-1mAn|)‘
— (=) A N4 04,

Az Osszefliggés igazolasat teljes indukcioval végezhetjiik.
Az n=2 esetre lattuk, hogy igaz az allitas. Ha feltessziik,
hogy n-re igaz, akkor n+1 halmazra a kovetkez6 modon
igazolhatjuk :

az Ayu...UA,UA,,, halmazt két halmaz egyesitésének

tekintjiik, és erre a kettdre alkalmazzuk a mar bizonyitott
Osszefiiggést:

(6) [4;0...0A4,UA4,,,| = [A;U...UA, |+
+‘An+1l—I(AIU"'UAn)mAnvLI I

A (6) egyenldség jobb oldalat az (1) bizonyitasanal kovetett
modszer szerint alakitjuk at, az elsd tagra felhasznaljuk az
(5) egyenldséget (indukciés feltevés), majd a harmadik tagot

szmtén atalakitjuk az azonossagok ¢és az indukcids feltevés
felhasznalasaval.

7. A bizonyitast az r=3 esetre vegezziik el, az altalanos
eset teljesen hasonld modon targyalhaté. Legyenek n kiilon-
boz6 primosztoi: p,, p,. ps, azaz tegytik fel, hogy n=p3'p32p%*
(példaul n = 2°.3.7%). Az n-hez relativ prim, n-nél kisebb
pozitiv szamok szamat ugy kapjuk meg, hogy el6szor dssze-
szamoljuk a p,-gyel vagy p2-vel vagy p;-mal oszthatd, n-nél
nem nagyobb szamok szamat, és ezt levonjuk az &sszes,
n-nél nem nagyobb szamok szamabol. Jelolje A, a p,-gyel,
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A, a p,-vel, A5 a py-mal oszthatd, n-nél nem nagyobb sza-
mok halmazat; ekkor az

A VA, UA;,
halmaz elemeinek szamat kell Osszeszamolnunk. Ezt az 5.

feladatban bizonyitott Osszefiiggés felhasznalasaval szamol-
hatjuk ki:

|A WA VAL | = [A | +]A, | +]A45] -
—[A;n Ay =4 N A3 | = A0 A5+
+]|A, NA,NA;]

. , h . . ,
Az A, halmaz elemeinek szama —. Mivel minden p, szam

P
oszthat6 p,-gyel, hasonloan szamithato ki 4,, A; elemeinek
szama, de az A, A, elemeinek szama is ezzel a modszerrel
kaphatd meg:

n
|[A,nA,| = —— stb.
P1P2

Ennek megfeleléen

n n n n
|A,UAUAs| = —+ —+ — — - — —
P P2 P3s  PiP2

n n n

e — s _'_ — ——
PiP3s P2P3 P1DP2aPs3

Az n-nél kisebb, n-hez relativ prim szamok szama tehat:

n n n n n n
n— — — — — — 4+ +

Py P2 Py PiP2 PPy PaPs

n 1 1 1
— - =nll——N1=-—])1——].
P1P2P3 P1 P2 P3

8. Az AAB halmaznak azok és csak azok az elemei ame-
lyek az A és B halmazok koziil pontosan egyiknek az elemei.
Az AAB halmaz elemeinek szamat tehat ugy szamithatjuk -
ki, hogy a két halmaz elemei szamanak 0sszegébdl kivonjuk
a két halmaz kozos része elemei szamanak a kétszeresét.

9. Vizsgaljuk el6szor a A miiveletet harom tagra! A defi-
niciébol konnyen ellendrizhetd, hogy az 4, AA,/NA; hal-
maznak azok és csak azok az elemei, amelyek a harom koziil
pontosan egyik halmaznak elemei vagy mindharomnak ele-
mel (14. abra).

A bizonyitast az altalanos esetre teljes indukcioval végez-
ziik. A feladat allitasa n=2-re igaz. Tegyiik fel, hogy az alli-
tas igaz n halmaz esetére, és mutassuk meg: ebbdl kovetke-
zik, hogy n+ 1 halmaz esetére is igaz.

A /A mivelet definicidja szerint

(7) xe(A;DNA,N. .. DNAYNA,
akkor és csak akkor, ha
8) xe A;AAN...NA, vagy x€A,.,,

de x nem eleme mindkettének. Az indukcids feltevés értel-
mében tudjuk, hogy az A; AA,A.../A\ A, halmaznak azok és
csak azok az elemei, amelyek a tagok koziil paratlan szamu
halmaznak elemei. Ezek koziil a (8) feltételnek csak azok
tesznek eleget, amelyek nem elemei 4, , ,-nek, tehat ezekre
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valtozatlanul igaz, hogy az A, ..., A,, 4,.; halmazok koziil
is csak paratlan szamua halmaznak elemei. Vizsgaljuk A4, ,
elemeit! Ezek koziil azok, amelyek az 4, A4,, ..., A, halma-
zok koziil paros soknak elemei, nem elemei az
A, NA,N. ..\ A, halmaznak, tehat eleget tesznek a (8) felté-
telnek. Az 4, ., halmaznak azok az elemei, amelyek az A,,
A,, ..., A, halmazok koziil paratlan szamunak elemei, ele-
meia A, AA,/\.../\A, halmaznak is, tehat nem tesznek ele-
get a (8) feltételnek. Ezek az A4,, ..., 4,, A,,, halmazok ko-
zill paros szamunak elemei. Ezzel igazoltuk az Aallitast.
A négy halmazra alkalmazott A miivelet eredményét a 15.
abran bevonalkazott rész jelzi.
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7 %Az
)

Ay A3 15. abra

10. A 6. feladat megoldasaban kovetett gondolatmenet
mintajara keressiik itt is a megoldast. E16szor egy olyan se-
gédeszkozt igazolunk, ami a A és m mivelet kapcsolatara
vilagit ra. Megmutatjuk, hogy a N mivelet disztributiva A
miveletre nézve, azaz

9) (AAB)NC = (ANC)A(BAC).

A (9) azonossag igazolasa igy torténhet: x € (AAB)NC ak-
kor és csak akkor igaz, ha xe AAB és x e C is fennall. Ez
utobbi pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha xe 4 és xe C
vagy x € B és x € C koziil pontosan az egyik teljesiil. A leg-
utoljara kapott feltétel azt jelenti, hogy x eleme (9) jobb ol-
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dalanak. A A mivelet asszociativitasa miatt a (9) azonossa-
got igy altalanosithatjuk:
(10) (A} AAA.. ANA)NB =

= (4; AB)N (A, AC) ... (A,AC).

A 8. feladatban igazolt azonossagot elészor harom véges
halmaz esetére terjesztjiik ki: legyenek A,, 4,, A3 véges hal-
mazok, és a 8. feladat azonossaganak felhasznalasaval sza-
mitsuk ki A;AA,/\A; elemeinek szamat:

(11) |4, AANALl = | A, ANAL |+ A3 =2 (4 D A5)NAs .

A (11) egyenl6ség jobb oldalat a két halmaz esetére igazolt
azonossag és (9) felhasznalasaval atalakitva ezt kapjuk:

|4, AA DA| = 1A +1A;5]+|45] =
—2(A,; A, |+ A, N A5l +1A0 A3+
Y44, N AN A,
A 6. feladat megoldasaban alkalmazott modszerrel teljes in-

dukcioval konnyen igazolhato a kovetkezd altalanos for-
mula:

A AAANAN. . ANA,| = |Aq|+1Ag|+. ..+ Ax—
—2(|A1ﬂA2|++|An_1ﬁA"|)+
+4(|A10A20A3|+...+lA,,_2(\A,,_1(\A,,|)—...+
+(=1)y 120 A N AN 0 AL

11. Az a ) feladat egyszer(ien igazolhat6: a < relacié tran-

zitivitasa miatt a P Q és Q<R premisszaknak nyilvan ko-
vetkezménye a P R konkluzio6 (16. abra).
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R 16. abra

b) Mivel PNnQ+@, ezért van olyan x, amelyre x e PnQ,
tehat x e P és x € Q. Ekkor viszont Q = R miatt x € R is telje-
siil, tehat PAnR =@ (17. 4bra).

17. abra

12. a) Szemléltessiik el@szor a kovetkeztetést (18. abra)!
Lathatd, hogy a PNnR+ premissza igaz voltat biztositd je-
lolés hianyzik az abrardl. Logikailag végiggondolva azt ta-
laljuk, hogy a premisszakbol annyi kovetkezik, hogy

QcPnR.

18. abra

Ebbdl a konklazidra csak akkor kovetkeztethetiink, ha pél-
daul feltessziik még, hogy Q + 0. E premissza potlolagos fel-
vételével a kovetkeztetés helyessé tehetd.

b) A kovetkeztetés helyes, hiszen ha van olyan x, amelyre
xe RNQ és Q< P, akkor x € PN R is igaz, tehat PNnR += 0
(19. abra).

R 19. abra

37



II. A KIJELENTESLOGIKA

1. A logikai miiveletek és tulajdonsagaik

Példaképpen mar vizsgaltunk kovetkeztetéseket, ezek-
ben a premisszak és a konkluzié is kijelentés volt. A kijelen-
tések lehetnek igazak vagy hamisak, ugy mondjuk ezt, hogy
egy kijelentés logikai értéke lehet igaz vagy hamis. A kovetke-
z6kben olyan kijelentések korében végzett miiveleteket fo-
gunk vizsgalni, amelyekben a miivelet eredményének logikai
értéke csak komponenseinek logikai értékétdl fiigg. Ezeket
a miiveleteket logikai miiveleteknek nevezziik. A logikai mii-
veletek tulajdonsagainak tanulmanyozasa megkénnyiti a k-
vetkeztetések vizsgalatat.

A kovetkeztetésekben csak a kijelentések szerkezetét fog-
juk vizsgalni, a helyes kovetkeztetések a benniik szerepld ki-
jelentések szerkezete miatt lesznek helyesek.

A tagadas az egyik legegyszer(ibb logikai mivelet. I1gaz ki-
jelentés tagadasa hamis, hamis kijelentés tagadasa igaz. A ta-
gadas miveletének matematikai modellje a negdcio mivele-
te, ezt az i és h logikai értékekbdl allo halmazon, az {i, h}
kételeml halmazon értelmezziik. A mivelet jelolésére a
jelet hasznaljuk, és a miiveletet a kdvetkezoképpen definial-
juk:

A | 14
(1) i h
h i

Gyakran hasznaljuk azt a logikai miveletet is, amikor két
kijelentést az ,,6s” kotdszoval kapcsolunk Ossze egy kijelen-
téssé. Példaul az ,,6t primszam és a kilenc négyzetszam” kije-
lentés az ,,0t primszam” és ,,a kilenc négyzetszam” kijelenté-
sekbdl keletkezett az ,,¢s” mivelettel. Mivel mindkét kijelen-
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téskomponens igaz, az Osszetett kijelentés is igaz. Az ,és”
mivelet hasznalatat végiggondolva azt talaljuk, hogy a mii-
velet eredményét pontosan ebben az egy esetben tekintjiik
igaznak, minden mas esetben hamisnak. Ennek megfeleléen
a miivelet matematikai modelljét, a konjunkciot a kovetkez6-
képpen definialjuk az {i, h} kételemii halmazon (a mivelet
jele A):

A | B |ArB

i i i

(2) i h h
h i h
h h h
Egy tovabbi, szintén gyakran hasznalt logikai miiveletet a

.vagy” kotbszoval fejeziink ki. A ,,vagy” kotdszot tobbféle
értelemben is hasznaljuk a hétk6znapi nyelvben. Ezek koziil
a matematika szamara és logikai szempontbdl is az Uun. meg-
engedd vagy hasznalata a legfontosabb. Példaul az ez a
szam vagy primszam, vagy paros szam” kijelentést igaznak
tekintjiik akkor is, ha a szoban forgo szam paros is és prim-
szam is, azaz a szam 2. Ennek megfeleléen a mivelet mate-
matikai modelljét a diszjunkciot (alternaciot) (jele: v) a ko-
vetkezé modon definialhatjuk:

A |B |AvB
' i

(3)

S~ o~
S~ S~

i

i

h

Gyakorlo feladatok

1. Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat:
a) ANB=BAA,
b) AVvB = BV A,

¢) (AAB)AC = AA(BAC),
d) (AvB)vC = Av(BvC().
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Megoldds :

Mindegyik azonossag kozvetleniil igazolhato ugy, hogy a definialé ér-
tektablazatokat elkészitjiik, és észrevessziik, hogy a jobb és bal oldalon al-
16 kifejezések értékei sorrdl sorra megegyeznek. Példaképpen igazoljuk ez-
zel a modszerrel a ¢ ) azonossagot:

A|B|C AAB (AAB)AC BAC AA(BAC)
il i i i i
i|ilh i h h h
i|h|i h h h h
i|h|h h h h h
hiili h h i h
h|ilh h h h h
h|hii h h h h
hi{h|h h h h h

A tablazat 5. és 7. oszlopa sorrdl sorra megegyezik, igy a két kifejezés érté-
ke A. B és C minden lehetséges értékére azonos.

Egy masik, szintén jol hasznalhaté modszer azonossagok igazolasara
az, amikor megmutatjuk, hogy a bizonyitand6 azonossag két oldalan allo
kifejezés a valtozoknak ugyanazokra az értékeire lesz igaz (vagy hamis, mi-
kor melyiket célszeriibb vizsgalni). Igazoljuk példaul ezzel a modszerrel a
d ) azonossagot. Ebben az esetben a diszjunkci6 értéktablazatat megnézve
azt latjuk, hogy a mivelet eredménye pontosan egy esetben hamis, akkor,
amikor mindkét tag hamis. Célszer(i ezért azt vizsgalni, hogy milyen eset-
ben vesz fel hamis értéket mindkét oldal. Hasznaljuk a kovetkezd rovid je-
161ést: pl. | A| = h jeloli, hogy A értéke hamis. A bal oldalon allé diszjunk-
ci6 pontosan akkor hamis, ha mindkét tagja hamis, vagyis |Av B| = h és
|C| = h. Az |Av B| = h csak abban az esetben all fenn, ha |A| = h és
|B| = h, végeredményben tehat a bal oldal akkor és csak akkor hamis, ha
|A] = |B| = |C| = h. A jobb oldalon all6 diszjunkci6 értéke csak akkor
hamis, ha [A| = hés |Bv C| = h, azaz |A| = |B| = |C| = h. Ezzel igazol-
tuk az azonossagot.

Erdemes megjegyezni, hogy az a ), b ) azonossagok szerint a konjunkcio
€s diszjunkcié kommutativ, a ¢) és d ) azonossagok szerint pedig asszocia-
tiv miveletek.

2. Igazoljuk a kovetkez$ azonossagokat:
a) AN(BvC)=(AAB)v(AAC),
b) AV(BAC)=(AVB)A(AvC),
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¢) AN(AVvB)= A,
d) Av(AAB)= A4,
e) AnA = A,
f) AvA = A

Megoldas:

Az a) és b) azonossagokat disztributivitasi szabalyoknak nevezziik. Ha
A helyett a szorzas jelét, v helyett pedig az 6sszeadas jelét irjuk, akkor az
a) azonossag ilyen alaku:

(4) A-(B+C)=A-B+A4-C,
a b) azonossagot pedig igy ,.fordithatjuk le™:
(5) A+B-C =(A+B)-(A+C).

Ha most A, B, C példaul valés szamokat jelentenek, - és + pedig a valds
szamok korében értelmezett szorzast és Osszeadast, akkor a (4) azonossag
igaz, de az (5) azonossag nyilvan nem. Ez mutatja a lényeges eltérést a sza-
mok algebraja és a logikai algebra kozott.

Igazoljuk a b ) azonossagot (az a ) bizonyitasa ennek mintajara konnyen
elvégezhetd). A b) azonossag bal oldala akkor és csak akkor hamis, ha
|A| = h és B és C koziil valamelyik hamis. A jobb oldal akkor és csak ak-
kor hamis,ha|A v B| = h,vagy |A v C| = h,azaz A hamis és B és C koziil
valamelyik hamis.

A ¢) azonossag igazolasat is ezen a modon konnyi elvégezni. A bal ol-
dal akkor és csak akkor igaz, ha A igaz (hiszen ekkor |4 v B| =i is telje-
siil). Nyilvan pontosan ekkor igaz a jobb oldal is.

Hasonl6an igazolhato a d ) azonossag is. A ¢) és d ) azonossagokat szo-
kas elnyelési szabdlyoknak is hivni.

Még kdnnyebb az e) és az f) azonossagok (roviditési szabaly) igazola-
sa; ezek jobb és bal oldala nyilvan egyszerre igaz a konjunkcid, ill. a disz-
junkci6 definicija alapjan. Ha ismét a A jel helyett - jelet, a v jel helyett
+ jelet képzeliink, akkor ezt a két azonossagot ugy fejezhetjiik ki, hogy a
logikai algebraban nincs 1-nél nagyobb kitevd, és nincs 1-nél nagyobb
egylitthato sem.

3. Igazoljuk a kovetkezd, negaciot is tartalmazo azonossagokat:

a) W(AAB) = 14V B,
b) (AVB) = 1BAT1B,
c) 1ANA = h,

d) TAVA =1,

e) 114 = A
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Megoldas :

Az a) azonossag igazolasakor azt érdemes vizsgalni, hogy mikor hamis
a két oldal. A bal oldal akkor és csak akkor hamis, ha |4 A B| = i, azaz
Ais és B is igaz. A jobb oldal akkor és csak akkor hamis, ha 714 é 1B
is hamis, azaz A is és B is igaz. Ugyanezzel a modszerrel igazolhat6 a b)
azonossag is.

Az a) és b) azonossagot De Morgan-azonossdagoknak is szokas nevezni.

A ¢) azonossag a: ellentmonddsmentesséy logikai elvét formalizalja. Azt
fejezi ki, hogy egy allitas és a tagadasa nem lehet egyszerre igaz. Bizonyita-
sa kozvetleniil adodik a negacio és a konjunkci6 definicidja alapjan.

A d) azonossag a harmadik kizdrdsdnak logikai elvét fejezi ki azt, hogy
egy allitas és a tagadasa koziil valamelyik feltétleniil igaz. Az azonossag
igazolasa a negacié és diszjunkcié definicidja alapjan nagyon konnyen
elvégezhetd.

Az ¢ ) azonossag, a kettds negacio szabalya szintén azonnal igazolhato a
negacio definicioja -alapjan.

Az eddig vizsgalt harom logikai mivelet — a negacio, kon-
junkcio és diszjunkcid — mellett tovabbi két fontos és (kiilo-
nosen a matematikaban) nagyon gyakran hasznalt logikai
miiveletet fogunk most bevezetni: az implikdciot (kondicio-
nalis) és az ekvivalencidt (bikondicionalis).

Az implikacio logikai mivelete a ,ha..., akkor...” kot6-
szavakkal kifejezett allitasok korében végzett mivelet logi-
kai modellje. Vizsgaljuk meg, hogyan célszerl definialni az
implikaciot, ha 6sszhangban akarunk maradni a ,ha..., ak-
kor...” nyelvi hasznalataval. A szamelméletbdl tudjuk, hogy
a ,,Ha a osztoja b-nek, akkor a osztdja be-nek™ osszetett alli-
tas igaz. Ezen azt értjiik, hogy akarmilyen pozitiv egész sza-
mokat helyettesitiink is a, b és ¢ helyére, az igy kapott allitas
mindig igaz lesz. Nézziik meg, hogy milyen esetek lehetsége-
sek:

a=2, b=4, c¢=3;,2 osztdja 4-nek” igaz,
,»2 0sztdja 3-4-nek” igaz;
a=2, b=3, c¢=4,,2 osztdja 3-nak” hamis,
»2 0sztéja 3-4-nek” igaz;
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a=2, b=3, c¢=5;,2 osztoja 3-nak” hamis,
,,2 osztdja 3 - 5-nek” hamis.
Az Osszetett allitast mindharom esetben igaznak kell tekinte-
niink. Az a negyedik eset, amikor ,,a osztdja b-nek” igaz és ,,a
osztdja be-nek” hamis, nem fordulhat el, hiszen akkor ha-
misnak mondanank az osszetett itéletet.
Az elmondottak alapjan az implikaciot (jele: —) a kovet-
kezOképpen definialjuk:

Az ekvivalencia az ,,akkor és csak akkor, ha...” kapcsolat-
tal kifejezett mivelet logikai modellje. Az ,,a-b = 0 akkor és
csak akkor, ha a=0 vagy b=0" allitas azt fejezi ki tomor for-
maban, hogy a két Osszekapcsolt allitas egyszerre igaz vagy
hamis. Ennek megfelelden az ekvivalencia (jele: <) logikai
miveletét igy definialjuk:

Gyakorlé feladatok

4. Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat:
a) A-B= T1AVB,
b) AeoB = (A—B)A(B—A),
¢) (AAB)»C = A—>(B-C),
d) ‘A=A =1,
e) Ae—A =1
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Megoldds v

Az a) azonossag bal oldala akkor és csak akkor hamis, ha |[A|=i és.
/|B| =h. A jobb oldal akkor ¢s csak akkor hamis, ha | 14| =h, azaz |A|=i
és |B|=h.

A b) azonossag igazolasahoz készitsiink értéktablazatot:

|B|AoB | A=B | B»A | (A=B)n(B-A)
i i i !

h

i

i

i h
h h
i i

A tablazat harmadik és utolso oszlopa sorrél sorra megegyezik, tehat az
azonossag fennall. ' . '

A ¢) azonossag igazolasahoz vizsgaljuk meg. mikor hamls a bal oldal!
Ez |[AAB| =i és |C|=h esetben teljesiil, azaz akkor és cs_ak akkor, ‘h’a
|A|=|B|=iés |C|=h. A jobb oldal akkor és csak akkor hanps, ha |A| =iés
|B—C|=h, azaz |A|=|B|=i¢s |C|=h. Azt kaptuk, hogy a ket oldal logikai

értéke minden esetben egyenld. ) ) ] ) '
A d) és e) azonossagok igaz volta kozvetleniil leolvashato a muveleti

definiciokbol.

Feladatok

1. Készitsiik el a kovetkezd formulak értéktablazatat:
a) T1AAT(T1AVB);
b) A—(B-A);
¢) (A=(B—C))~((A—B)~(A-C))
2. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagokat:
a) (A-By-C = A—(B-C);
b) AeB=(T1AvB)A(TIBV A);
c) A-B= T1B-"14. )
3. Igazoljuk, hogy a kovetkezd formulak a benniik szerep-
16 valtozok minden értékére igazak:
a) (Ar(A-B))-B;
b) (4=B)A(B~C)~(4—C);
¢) (AvBvC)A1BA 1C)—A.

44

4. Igazoljuk, hogy tetszéleges o és f formulak esetén az
a=f azonossag csak akkor teljesiil, ha az a«<>f formula a
benne szereplé valtozok minden értékére igaz. (Azonosan
igaz.)

5. Ha o olyan formula, amelyben a valtozdjeleken kiviil
csak a 71, A, v logikai jelek fordulnak el8, akkor azt az o*
formulat, amelyet a-bol ugy kapunk, hogy az A jeleket v je-

lekre,a v jeleket A jelekre cseréljiik ki, a dudlisanak nevez-
ziik.

Gyakorlasképpen irjuk fel néhany formula dualisat:

a: (AvB)A 1C, o*: (AAB)v 1IC;
B: AA(T(Bv 1C)v(BA 110)),

p*: Av(TUBA 1C)A(BV 1Q));

y: TAA BV (A A C)),

y*: 1AV UBA(Av 10)).

o —~ —

Igazoljuk, hogy

a) ha a=f, akkor o* = f*;

b) ha a azonosan igaz, akkor —ja* is azonosan igaz.

6. [gazoljuk, hogy egy olyan o formula, amelyik csak «
miveleti jelet tartalmaz, akkor és csak akkor azonosan igaz,
ha minden valtoz6 paros szamszor szerepel benne.

2. Igazsagfiiggvények, normalformak

Az el6z6 pontban olyan egy- és kétvaltozos miveletek-
kel foglalkoztunk, amelyek az {i, h} halmazon vannak értel-
mezve. A megvizsgalt logikai miveletek ismert, gyakran
hasznalt logikai miiveletek matematikai modelljei voltak.
Vizsgaljuk most ezt a kérdést altalanosan is — elvonatkoztat-
va a miveletek nyelvi tartalmatol!
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Az {i, h} kételemd halmazon értelmezett, {i, h} halmazbeli
értékeket felvevd n-valtozos figgvényekkel fog]alkozun.k al-
talanosan is. Egy ilyen figgvényt — mivel az értelmezési tar-
tomanya véges halmaz — értéktablazattal adhgtunk meg ke-
nyelmesen. Azt a kérdést fogjuk megvizsgalni, hogy egy ily
modon definialt igazsdgfiiggvény az €l6z6 pontb.an meg-
ismert logikai miveletekkel kifejezheté-e, és ha igen, ho-

gyan.

Gyakorlo feladatok

5. Fejezziik ki 1, A és v miivelettel a kdvetkezd értéktablazattal
definialt kétvaltozos f igazsagfiiggvényt:

Megoldas:

Az értéktablazatrol megfigyelhetjiik, hogy az f(A4, B) e’rtéqu kozott
csak egy hamis van, a tobbi érték mind igaz. Ko6nnyd felfedeznl'. hogy a
konjunkcio értéktablazata annyiban kiilonbdzik ett‘élq hogy abol itt h van,
ott a konjunkciéban i, és forditva. Ez rogton adja azt az Otletet, hogy

f(A, B) igy fejezhetd ki:
f(A, B) = WA AB).

A feladatnak még egy masik megoldasat is megmutatjuk. OIya}, amely
nem épit arra a specialis esetre, amit az f figgveny definiciojaban észrevet-
tiink, hanem altalanos esetben is jol hasznalhato. '

Tudjuk, hogy a diszjunkcié akkor és csak akkor igaz, ha' v:}lgmelynk
tagja igaz. Az f értéktablazataban harom igaz sor van, igy probalmk meg
f-et egy harom tagu diszjunkciéval kifejezni. Az egyes tago}(at konjun‘km-
okkal fogjuk megadni ugy, hogy pontosan akkor legyenek igazak, amikor
azt az f-et definialé értéktablazat eldirja.

FA.B) = (AA B}V (A B)v (T4 A TIB)

46

Kt’mny?n ellenérizhetjiik, hogy az fre kapott két kifejezés értéke A és
B tetszbleges értéke esetén azonos.

§. 'A g haromvaltozos igazsagfiiggvényt a kovetkezd értéktablazattal
definialjuk:

A|B|C | ¢(4, B, 0C)
ilili h
i|i|h h
ilh|i h
ilh|h i
hlili h
h|il|h i
hih|i i
h|h|h h

Roviden azt mondhatjuk: g értéke akkor és csak akkor legyen igaz, ha 4,

B;’e's C koziil pontosan az egyik igaz. Fejezziik ki gt 1, A és v segitségé-
vel!

Megoldas :

Kovessiik az el6z6, 5. feladat masodik megoldasaban alkalmazott elja-
ré_lst !' Ennek megfelelden g-t egy haromtagu diszjunkciéval akarjuk kifejez-
ni, hlszen g ertékei kozott harom i van. Az egyes igaz soroknak megfelel
komunkciés tagokat a kdvetkez6 médon épitjiik fel: amelyik valtozé érté-
ke igaz, azt negalatlanul, amelyik hamis, azt negalva vessziik be konjunkci-
'0s tagnak. Ekkor a kapott konjunkcié csak pontosan a megadott értékek-

re lesz igaz. g ertéke pedig a harom diszjunkcids tagnak megfeleléen pon-
tosan harom esetben lesz igaz.

9(A, B,C) = (AA IBA IC)V(TTAABA 1C) v
V(TITAA IBA Q).

Az el6z6 két gyakorlo feladat megoldasakor alkalmazott
méds_zer altalanos esetben is jol hasznalhato. Erdemes észre-
venni, hogy ezzel igazolni is tudtuk : tetszéleges igazsdgfiigg-
vény kifejezhetd negdcio, konjunkcic és diszjunkcié segitségé-
vel. Azt is hozzatehetjiik, hogy az a formula, amivel az érték-
tablazattal megadott igazsagfiiggvényt ki tudjuk fejezni, a
kovetkezé modon épiil fel: olyan konjunkcick diszjunkcidja,

47



amelyekben minden konjunkcios tag vagy egy vdltozd, vagy
egy vdltozo negdltja, és minden diszjunkcios tagban minden
vdltozo eldfordul vagy negdlva, vagy negdlatlanul (ugyanaz a
valtozo egy konjunkcidban csak egyszer szerepel, és nincs
két olyan diszjunkcios tag, amelyek csak a valtozok sorrend-
jében kiilonboznek). Az ilyen tulajdonsagu formulakat teljes
diszjunktiv normalformdknak nevezziik (roviditve: t.d. n. f).

A t.d. n. f-nak megfelelé (dualis) fogalom a teljes kon-
junktiv normalforma (t.k.n.f). Egy formularél akkor
mondjuk, hogy teljes konjunktiv normdlforma, ha olyan disz-
junkciok konjunkcioja, amelyekben minden diszjunkcios tag
vagy egy vdltozo, vagy egy vdltozo negdltja, és minden disz-
Jjunkcios tagban a formuldban szereplé minden valtozo — negal-
va vagy negdlatlanul — pontosan egyszer fordul eld, és nincs
két olyan konjunkcios tag, amelyek csak a valtozok sorrend-
jében kiilonbdznek.

Gyakorlo feladatok

7. irjunk fel olyan t. k. n. f.-et, amely a kovetkez6 értéktablazattal defi-
nialt igazsagfiiggvényt fejezi ki:

4| Bl ¢ | wa B )

I S S e e e
S e o S S e o~
 — S = S o~ S~
—_—— S - 3 3~

Megoldds:
Tudjuk, hogy a konjunkcié akkor hamis, ha valamelyik tagja hamis.

igy az értéktablazatban harom hamis soranak megfeleléen harom kon-
junkcios tagunk lesz.
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Az egyes konjunkcids tagokat alkotd diszjunkcidkat ugy kell felirni,
hogy a megfelelé tag hamis legyen, a diszjunkciorol pedig tudjuk, hogy
csak akkor hamis, ha minden tagja hamis. Az elmondottak alapjan a h
figgvényt igy irhatjuk fel t. k. n. f. segitségével:

hA,B,C)=(T1Av IBVC)A(TTAVvBvV 1C0)A
A(Av BV Q).

8. Az el8z6 fejezetben bizonyitott azonossagok felhasznalasaval alakit-
suk t. d. n. f.-va a kovetkezd formulakat:

a) A-(B-C);
bh) A—(B—A).

Megoldas :

Az a) formula atalakitasakor elészor hasznaljuk fel azt, hogy az impli-
kacid kifejezhetd negacio és diszjunkcio segitségével (4. a) gyakorlo fel-
adat):

A-(B-C)= 1Av(T1BVv ()

Még azt kell elérniink, hogy minden diszjunkcids tagban mindhiarom
valtozo szerepeljen vagy negalva, vagy negalatlanul. Ehhez a 3. d ) azonos-
sagot hasznaljuk fel, valamint azt a tényt, hogy az i logikai értéket kon-
junkcids tagként hozzavéve a formulahoz, nem valtozik meg az értéke:

VAV IBvC = (TTAA(BvV I1B)A(C v Q) v
V({(Av 1A)A ABA(Cv Q) v ((A v 1A)A
A(Bv T1B)A C).

A kapott formula atalakitasara a disztributivitasi szabalyokat és egyéb,
mar bizonyitott azonossagokat hasznaljuk fel (példaul A v 4 = A).
Végiil a kovetkez6 t. d. n. f.-hez jutunk:

(TAABAC)V(TTAABA 1C) v
V(TTAATIBAC)V(T1AA TIBA T1C) v
V(AA IBAC)V(AA IBA TIC)V
v(AABAC).
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A b) formulaban elészor az implikacio miiveleteket irjuk at konjunk-

ci6, diszjunkci6 és negacio felhasznalasaval a 4.a) azonossag ismételt.

alkalmazasaval:
A—-(B—A)= 1AV BV A.

Az a) feladat megoldasaban alkalmazott modszerrel most kiegészitjiik
az egyes diszjunkcids tagokat ugy, hogy minden tagban minden valtozé
szerepeljen vagy negalva, vagy negalatlanul:

1AV IABvA=(T1AA(Bv IB)v((Av TA) A T1B)v
v(AA(Bv T1B)).

Ezutan a disztributivitasi szabaly és az 4 v 4 = A réviditési szabaly alkal-
mazasaval a kovetkezd t. d. n. f.-t kapjuk:

(TAAB)vV(TTAA TIB) V(A A B)v(A A TIB).

A kapott t. d. n. f.-nak négy tagja van, az dsszes lehetséges tag szerepel
benne. Ez azt jelenti, hogy a formula értéktablazatanak minden soraban i
érték all, azaz a formula azonosan igaz.

Az el6z6 két gyakorld feladatban alkalmazott modszer al-
talanosan is hasznalhato. Tetsz6leges olyan formulat, amely
valtozokbol, a 71, A, v, —, < miveletekkel épiil fel,
t. d. n. f.-va alakithatunk az el6z6 fejezetben bizonyitott azo-
nossagok felhasznalasaval. Abban az esetben kapunk iires
t. d. n. f.-et (olyat, amelynek egy tagja sincs), amikor a kérdé-
ses formula a benne szereplé valtozék minden értékére ha-
mis, roviden, azonosan hamis. Ha a formula azonosan igaz,
akkor at. d. n. f.-ban az Gsszes lehetséges tag eléfordul, azaz,
ha a formula n-valtozos és azonosan igaz, akkor a t. d. n. f-
Jjaban 2" tag van, hiszen a formula értéktablazatanak 2" sora
van.

Hasonldan lathato, hogy barmely formula t.k.n.f-ra
hozhat6. Az azonosan igaz formula t. k. n. f.-ja iires, az azo-
nosan hamis, n-valtozoés formula t. k. n. f.-jAban pedig az
Osszes lehetséges 2" tag szerepel. (Formulak azonosan igaz,
vagy azonosan hamis voltanak eldontésére mas eljarasokat
is hasznalnak ; példaul az analitikus tablazatok modszerét.)
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Gyakorlé feladat

9. Hozzuk t. k. n. f.-ra a kovetkez6 formulakat:
a) T1((A-B)—(T1B- 1A4));
b) (AvB)—(AvBvC()

Megoldas :
a) A 8. gyakorlé feladatban alkalmazott modszert kvetve, alakitsuk at
elészor a formulat agy, hogy csak 71, A és v legyen benne:
(A—B)~>(1B—"14)) =
= (A vVB)V(BV T14)).

Ezutan alkalmazzuk a De Morgan-azonossagot, és a disztributivitasi sza-
balyt:

WA VB)v(Bv 114) =
= ((AA 1B)vVBv 14) =
=(T1AvB)A 1BA A

Mar csak azt kell elérni, hogy minden konjunkcids tagban minden Yéltoz()
szerepeljen (negalva vagy negalatlanul). Ennek elérésé'hez hasznélljuk’ fel,
hogy |AA T1A| = h és a hamis diszjunkcios tagot barmely formulahoz
hozzakapcsolhatjuk, a formula értéke nem valtozik.

(TTAvB)A((AA 1A)v TIB)A(AV(BA T1B)) =
=(T1AVvB)A(AVv IB)A(T1AV TIB)A(AV B).
Az dsszes lehetséges tag szerepel, tehat a formula azonosan hamis. o
A b) feladat megoldasahoz hasonlé modszerrel juthatunk el. Fejezziik
ki az implikaciét negacié és diszjunkcio segitségével:
(AvB)>(AvBv ()=
= 1(AvB)vAvBvC.
A kapott formulara alkalmazzuk a De Morgan-azonossagot

(AvB)vVAVBVC =(T14AAB)vVAVBVC.'
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A disztributivitasi szabaly alkalmazasaval a kvetkezd formulahoz jutunk:
(MAvA)VBVC)A(Av(TIBV B)v ().

Mivel | 74 v A| = i és egy olyan diszjunkcio, amelynek egyik tagja igaz,
igaz lesz, a kapott t. k. n.f iires, egyetlen tagot sem fog tartalmazni.

Meég néhany kétvaltozos igazsagfiggvényt vizsgalunk meg,
olyan fiiggvényeket, amelyeknek érdekes gyakorlati alkalma-
zasai vannak.

A hétkdznapi hasznalatban elég ritkan szerepel az a logikai
mivelet, amit a ,sem..., sem...” logikai kapcsolészavakkal
fejeziink ki. Ennek matematikai modellje a sem-sem miivelet
(ele: |).

Ezt a miveletet a kovetkezd értéktablazattal definialhat-
Jjuk szabatosan:

A| B | AlB
i| i h
i | h h
ho| i h
h | h i

A mindennapi hasznalatban van a ,,vagy” kapcsoloszonak
egy olyan értelme is, amikor azt fejezziik ki vele, hogy két
allitas egyszerre nem lehet igaz, minden mas eset el6fordul-
hat. Ezt modellezi az ugynevezett Sheffer-féle miivelet (jele: |),
amelyet igy definialunk:

A| B| 4B
i|i| h
i h i
ho| i i
h | h i

Vegiil azt a logikai miiveletet fogjuk modellezni, amelyet
a hétkdznapi nyelv szintén a ,,vagy” szoval fejez ki, ahol a
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,,vagy”-ot most valaszté értelemben értjiik. Ez a mivelet az
antivalencia vagy mas néven a modulo 2 vett Osszeadas.
A miivelet (jele: @) definicidja:

A| B | A®B
i h
i | h i
ho| i i
h | h h

A kovetkezd gyakorlo feladatokban a most beyezetett ha-
rom miivelet tulajdonsagait fogjuk megvizsgalni.

Gyakorlo feladatok

10. Fejezziik kia |, | és @ miiveleteket a 71, A, v miveletek felhaszna-
lasaval. .

Megoldas :

A | miiveletet definialé értéktablazatrol konnyen leolvashato, hogy ér-
vényes a kovetkezé azonossag:

A|B= "(AVB)

A | miivelet értéktablazatat vizsgalva, hamar észrevehetd, hogy az a
konjunkcid negacioja, tehat:

A|B = (AAB).
A @ mivelet — az egyik elnevezés is erre utalt — az « tagadasa:
A®B = 1(A-B).

A @ miiveletet ennek alapjan mar konnyen kifejezhetjik 71, A és v
segitségével:

A®B = ((A->B)r(B—A)) =
(1A VB)A(TIBV A) =
(AATIB)V(BA T14).

Il

11. Igaz-e, hogy a |, | és @ mivelet kommutativ és asszociativ?
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Megoldds:

Vizsgaljuk meg elszor a kommutativitast! A miveleteket definial6 ér-
téktablazatokrol kozvetleniil leolvashato, hogy az A és B valtozok szerepe
szimmetrikus, tehat mindharom mivelet kommutativ, azaz érvényesek a
kovetkezd azonossagok :

A|B=B|A;
A|B = B|A;
A®B = BOA.

Az asszociativitas mar nem minden miiveletre lesz igaz:
(41B)|C+ A|(B]|C)

mert ha |A|=|B|=i és |C|=h, akkor a bal oldal igaz, a jobb oldal hamis
értéket vesz fel. Hasonldan lathatd, hogy

(4|B)|C * A|(B|C),
példaul, ha |A|=|B|=h és |C|=i, akkor
[(A]|B)|Cl="h és |A‘|(B|C)| =i

A @ miivelet asszociativitasat igazoljuk ugy, hogy értéktablazatot ké-
szitiink :

A|B|C | A®B (A®B)DC B®C A®(BDC)
Pl h i h i
ili|h h h i h
ifhii i h i h
i|{h|h i i h i
hiili i h h h
h|ilh i i i i
hih|i h i i i
h| h| h h h h h

A kapott értéktablazat 6todik és hetedik oszlopa megegyezik, tehat ér-
vényes az i

(A®B)®C = A®(BDC)

azonossag.
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12. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagokat:
a) A|B= (14| 7B):
b) A|B= (14| B):
¢) AA(B®C)=(AAB)®(AAC);
d) AvB= A®B®(AA B).

Megoldas :

Az a) azonossag igazolasahoz hasznaljuk fel a 10. gyakorlo feladatban
bizonyitott azonossagokat, és a De Morgan-azonossagot. A bal oldal igy
alakithato at:

A|B= T(AvB)
A jobb oldalbodl a kovetkez6t kapjuk:
A IB) = (1A A T1B)) = TI(A v B).
A két oldal azonos atalakitasaval kapott formulak megegyeznek, tehat az
azonossag érvényes.

A b) azonossag igazolasa pontosan ezen az uton torténhet. A bal oldalt
alakitsuk at el8szor:

A|B = 1(AAB)

A jobb oldal atalakitasaval ugyanezt a formulat kapjuk:
(1A IB)= (714 v 1B)) = (A A B).

A ¢) azonossag igazolasahoz vizsgaljuk meg, mikor igaz a jobb, ill. a bal
oldal. A bal oldal akkor és csak akkor igaz, ha |4|=iés |B@C| = i, azaz
|Bl=iés |C|=h, vagy |B|=h és |C|=i.

A jobb oldal a @ mivelet definicidja szerint csak akkor igaz, ha
|[AAB| =1iés|AAC|=h,vagy |AAB| =hés|AnC| =i, ami akkor és
csak akkor teljesiilhet, ha | 4|=i és B, valamint C koziil egyik igaz, masik
hamis.

Az azonossag két oldalan allé formula a valtozoknak ugyanazokra az
értékeire lesz igaz, tehat az azonossag érvényes.
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Feladatok

7. Fejezziik ki konjunkcio, diszjunkcio és negacid segitsé-
gével a kovetkezd igazsagfiiggvényeket:

a) f(A, B, C) = iakkor és csak akkor, ha A4, B és C koziil
pontosan két valtozoé értéke igaz;

b) g(A, B, C) = i akkor és csak akkor, ha A4, B és C koziil
paratlan szamu logikai valtozé értéke igaz;

¢) h(A, B, C, D) = h akkor és csak akkor, ha pontosan
egy logikai valtozo értéke hamis, egyébként igaz.

8. Irjuk fel az Osszes lehetséges kétvaltozos igazsagfiigg-
veény értéktablazatat, keressiik meg az eddig definialt mive-
leteket és fejezziik ki az Gsszes fiiggvényt 71, A és v segitsé-
gével!

9. Az 5. feladatban definialtuk egy « (csak 71, A és v mi-
veleti jelet tartalmazo) formula o* dualisat. Keressiink ossze-
fuggést o és o* t. d. n. f-ja és t. k. n. f.-ja kozott!

10. Igazoljuk, hogy minden igazsagfiiggvény kifejezhetd
olyan formulaval, amelyben csak

a) T1és A;

b) T1és v
) s
d)

miveleti jel szerepel!
11. Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat:

a) (A|B)|(4|C)= 14| (B]O);
b) (A|B)|(A]|C)= 14[(B|C).

3. Az igazsagfiiggvények néhany fontos osztalya
Az ¢l6z8 pontban mar bevezettilk az igazsagfiiggvé-

nyek fogalmat, megvizsgaltuk néhany egyszer(i tulajdonsa-
gukat. A kovetkezGkben ezeknek a fiiggvényeknek tovabbi
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fontos tulajdonsagait fogjuk megvizsgalni, és foglalkozunk
az n-valtozos igazsagfiiggvények néhany alapvetd osztalya-
val. Ezeknek az osztalyoknak az igazsagfiiggvények alkal-
mazasaiban is fontos szerepiik lesz.

Ebben a fejezetben, mivel a f6 szempont a fuggvények tu-
lajdonsagainak vizsgalata, a valtozokra az x, x,,..., x, jelo-
lést hasznaljuk.

Azt mondjuk, hogy az f n-valtozos igazsagfiiggvény lénye-
gesen fiigg az x; (1<i=n) vdltozotdl, ha

S X1y By Xy o0 X)) F
F (X oo Xiogs by X gs oo o0 X

Ha ez nem teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az x; fiktiv vdl-
tozéja f-nek.

Gyakorlo feladatok

13. Adjuk meg az Osszes

a) nullavaltozés,

b) egyvaltozos,

¢) n-valtozds
igazsagfiiggvények szamat!

Megoldas:
u) Két nullavaltozoés igazsagfiiggvény van:
fish & fo=0

b) Négy egyvaltozos logikai fiiggvény van, mert azt kell 6sszeszamol-
nunk, hogy az

tablazatban a két iires helyré hanyféleképpen irhatjuk be az i és h értéke-
ket. Nyilvan mindkét helyre két lehetéségiink van. ez Osszesen 2-2 = 4 kii-
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16nbo2z6 fiiggvényt ad. Ezek koziil kettd a mar a)-ban felirt konstans i és
konstans h lesz (ezek nyilvan nem fiiggenek lényegesen x-t3l, hiszen ezekre
J)=f(h)). Ha az els6 sorba i-t, a masodik sorba h-t irunk, akkor az
f3(x)=x identitasfiiggvényt kapjuk. Végiil, ha az elsé sorba h-t, a 2. sorba
i-t irunk, akkor megkapjuk a mar ismert f,(x)= T1x fiiggvényt.

¢) Az n-valtozos igazsagfiiggvény értelmezési tartomanya — az dsszes n
hossziisagu i, h sorozatok halmaza - 2" elembdl 4ll, azaz a fiiggvény érték-
tablazatanak 2" sora van. A fiiggvényértéket minden sor végén keétfélekép-
pen lehet megvalasztani, tehat az n-valtozos igazsagfiiggvények szama 22",

Erdemes észrevenni, hogy ez mar viszonylag kis n értékek esetén is na-
gyon nagy szam, pl.

n [2" 22"
g 2 416
3 8 (256
4 116]65536
5 13214294967 296
6 |64]x~184-10"°

14. Hatarozzuk meg azoknak a

a) kétvaltozés igazsagfiiggvényeknek a szamat, amelyek mindkét valto-
z0juktol 1ényegesen fiiggnek ;

b) haromvaltozoés igazsagfiiggvényeknek a szamat, amelyek mindha-
rom valtozojuktol Iényegesen fiiggnek !

Megoldads :

a) Az Osszes kétvaltozos fliggvények szama 16. Ezek kozott van a két
konstans fiiggvény, azutan (ha a valtozokat x, és x, jeldli) Xy, 71X, X,
T1x,. ez a 6 fiiggvény nem fiigg lényegesen mindkét valtozojatol. Azoknak
a kétvaltozos fiiggvényeknek a szama tehat, amelyek mindkét valtozodjuk-
t0l lényegesen fiiggnek, legfeliebb 16 —6 = 10. Koénnyen ellenérizhetd,
hogy valéban mind a 10 fiiggvény mindkét valtozojatol lényegesen figg.

bh) A haromvaltozoés esetben mar mas modszerhez célszeri folyamodni.
Itt az Osszes haromvaltozos igazsagfiiggvények szamabol kell levonni
azoknak a szamat, amelyek csak kettd, egy vagy pedig nulla szamu valto-
zotol fiiggnek lényegesen., Jelolje F, azoknak az n-valtozos fiiggvényeknek
a szamat. amelyek mind az n valtozojuktél lényegesen fiiggnek. Ekkor F,
ertekét az el6z6 gondolat alapjan igy szamithatjuk ki:

3 3
F3=2 — ) FZ_ ] FI"F()w
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ahol altalaban " jeloli az n elem( halmaz k elemi részhalmazainak sza-
mat (I 1. fejezet 1. szakasz 3. gyakorlo feladata). Az F, értékét azért kell a
<3> szammal megszorozni, mert a harom valtozé koziil ennyiféleképpen
tudjuk kivalasztani azt a kett6t, amelytdl lényegesen fiigg a fiiggvény.
Ugyanilyen ok miatt kell F, értékét a G) szammal megszorozni.

Ennek alapjan F, értékét mar konnyli meghatarozni:

F,=F,=2,aza)eredménye alapjan F, =10. Az I. fejezet 3. gyakorlata-
bol tudjuk, hogy

()-()-+

F,=256-30—-6-2 = 218

tehat

A mar ismert kétvaltozos fiiggvények jelolésére bevezetjiik
a kovetkezo jeleket:

v = fs

A

— — f5,

-~ fu

L= fo

| - fio

@ - fll‘
A 2. pontban megmutattuk, hogy az f,, fs €s fG‘ﬁiggyé-
nyek segitségével a tablazattal megadott minden igazsag-

fiiggvény — az azonosan hamis fiiggvény, azaz az f, fuggveny
kivételével — kifejezhetd t. d. n. f. alakban. Ugyanezekkel a
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fliggvényekkel az Osszes igazsagfiiggvény az f, fiiggvény ki-
vételével t. k. n. f. alakjaban is kifejezhetd. Megvizsgaljuk,
hogy ezek az eredmények hogyan altalanosithatok, és egyik
f6 célunk lesz olyan fiiggvényrendszerek felkutatasa, ame-
lyek segitségével az Osszes igazsagfiiggvény Kkifejezhetd.
Ezeknek a vizsgalatoknak az elGkészitésére fogjuk tanulma-
nyozni az n-valtozos igazsagfiuggvények néhany specialis
osztalyat.

Azt mondjuk, hogy az f n-valtozos igazsagfiiggvény meg-
orzi a h logikai értéket, ha igaz a kovetkezd egyenlbség:

f(hhy...h) = h.

Jelolje K, az ilyen tulajdonsagu fiiggvények osztalyat!

Gyakorlo feladatok

15. Allapitsuk meg, hogy az f,, f,. .. f,, fiiggvények koziil melyek ele-
mei a K, osztalynak!

Megoldas :

A fliggvények értéktablazatat kell csak megvizsgalnunk. Ennek alapjan
azonnal adodik az eredmény:

Jas f3s fss Sos Ji

tartoznak bele a K, osztalyba.
16. Hatarozzuk meg azoknak az n-valtozods fiiggvényeknek a szamat,
amelyek elemei a K, osztalynak!

Megoldads :

Egy n-valtozos fiiggvény értéktablazatanak 2" sora van (l. 13. gyakorld
feladatot). A sorok koziil egy sor a csupa h-t tartalmazo sor - értékét ir-
juk elé akkor, amikor kikotjiik, hogy itt a fiiggvény érték h legyen, a tobbi
nem K, -ba tartozo n-valtozos fiiggvény itt i értéket vesz fel. Az dsszes n-val-
tozos fiiggvények fele tartozik tehat a K, osztalyba, azaz dsszesen 22" !
figgvény.
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Azt mondjuk, hogy az f n-valtozos fiiggvény megérzi az i
konstanst, ha teljesiil a kovetkez6 egyenldség:

Fliy iy i) = i

Jelolje K; az ilyen tulajdonsagu fiiggvények osztalyat!

Gyakorlé feladatok

‘17. Allapitsuk meg, hogy az f,. f5. ..., f,, figgvények koziil melyek ele-
mei a K; osztalynak!

Megoldas:

A 15. gyakorl6 feladat megoldasahoz hasonlédan, elég a fliggvények ér-
téktablazatat megnézni. Azt kapjuk, hogy az

Jas S5 fs fos oo S

fuggvények elemei a K; osztalynak.

18. Hatarozzuk meg a K; osztalyba tartozé n-valtozos fliggvények sza-
mat!

Megoldds:

A 16. gyakorl6 feladat gondolatmenete alapjan itt is azt kapjuk, hogy az
Osszes n-valtozos fliggvények fele, tehat
22"— 1

fliggvény tartozik a K; osztalyba.
A dualitas fogalmat n-valtozoés igazsagfiiggvényekre is al-
talanosithatjuk. Azt mondjuk, hogy az n-valtozos f fligg-

vény dudlisa az n-valtozos f* fiiggvény, ha barmely, az i, h
logikai értékekbdl allo (x,, ..., x,) n-esre

F*xps Xa0 o0 %) = 1f(T1X4, 20y T1X,)-
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Egy n-valtozos igazsagfiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy
ondudlis, ha onmaga duahsa, azaz minden (x,,..., X,)-esre
@ flxp - x)= (X, . TIX,).

Jelolje U az ondualis fiiggvények osztalyat!

Gyakorlé feladatok

19. Allapitsuk meg, hogy az f,, f,. ..., f;, figgvények koziil melyek ele-
mei az U osztalynak!

Megoldas :

A definicié alapjan ellendrizni kell mind a 11 fiiggvényrdl, hogy 6ndua-
lis-e vagy sem. Az f, és f, fiiggvények nyilvan nem ondualisak. Mivel

x="T1("T1x) és
Tx = T(7(71x))

az f; és f, figgvények ondualisak. Az f és f, (v és A) figgvényekrdl tud-
juk, hogy egymas dualisai, tehat biztosan nem ondualisak. Az f5, fy. fo,
fio» J1, fiiggvényekre felirva a megfelel6 azonossagokat, azt talaljuk, hogy
egyik sem érvényes, tehat ezek kozott sincs ondualis. Erdemes még észre-
venni, hogy f; és f,, egymas dualisai, azaz érvényes a kdvetkezd azonos-
sag:

Xyeoxy = (71X, @ TIx,):

20. Hatarozzuk meg az n-valtozos ondualis igazsagfiiggvények szamat!

Megoldas :

Megint abbél induljunk ki, hogy az n-valtozos fliggvény értéktablazata-
nak 2" sorat hanyféleképpen tudjuk kitdlteni arra tigyelve, hogy a (4) Ossze-
fiiggés igaz legyen. A (4) alapjan vilagos, hogy a tablazat sorainak felét tud-
juk szabadon megadni, hiszen ha egy (x,, ..., x,) helyen el&irtuk a fiiggvény
értékét, akkor a (4) egyenléség alapjan a (71x,, ... T1x,) helyen felvett érteé-
ke mar egyértelmiien adott. Igy tehat 2"~ sort talalhatunk ki szabadon,
azaz az n-valtozos ondualis fiiggvények szama:

22.. 1
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Az n-valtozos f igazsagfiiggvényt linedris fiiggvénynek ne-
vezziik, ha elBallithatd az

(5)  flxy, o0 x,) = Co@C1X,D...Dc,x,

alakban, ahol c¢x; a (c;Ax;) formula roviditése (i =
=1,2,...,n)és ¢y, cy, ..., c,aziés h értékek valamelyikét je-
16li. Az elnevezés onnan ered, hogy a A sok tekintetben ha-
sonlit a szamok korében értelmezett szorzasra, @ pedig az
osszeadasra. (Ez a hasonlosag még nyilvanvalobb, ha az i ér-
tekét 1-gyel, a h értékét 0-val jeloljiik. Hasznos gyakorlat-
té?t. j':;vasoljuk a fliggvény megfogalmazasat 0 és 1 értékek-
el is!
Jelolje L a linearis igazsagfuggvények osztalyat!

Gyakorlé feladatok

2]. Allapitsuk meg, hogy az fi+ for - 1, fuggvények koziil melyek ele-
mei az L osztalynak! ‘

Megoldas :

Vizsgé.ljuk_végig az egyes fiiggvényeket, hogy eldallithatok-e a kivant
alakban! Az f,, f, fiiggvények a ¢, =i, ill. a ¢, = h valasztassal megfelelnek,
tehat ezek linearis fliggvények.

f3(x) = x = h@ix,

fa(x) = TIx = i@ix
allitasok megfelelnek az (5)-nek.
. A; /5 -+ f1) kétvaltozos fiiggvényekrdl tudjuk, hogy mindkét valtozo-
Juktol lényegesen fiiggnek. Ezért a kétvaltozos linearis fiiggvények (5) ala-
ku eldallitasaban, a

('()('B('le@('ZXZ
formulaban ¢, =c,=i lehet csak, hiszen hx=h. Masrészt tudjuk, hogy
ix=x, tehat azt kell megvizsgalnunk, hogy a

(6) "()@)xl@xz



alak formula milyen fiiggvényeket allit el6. Ebbdl mar az értéktablazatok
alapjan konnyen eldonthetd, hogy ez ¢, =i esetén az x,<x, formulaval,
¢o=h esetén pedig az x, @ x, formulaval azonos. Azt kapjuk tehat, hogy a
felsorolt fiiggvények kozil f,, f5, f3, f4 f5 €s f;, eleme L-nek.

22. Hatarozzuk meg az n-valtozés linearis igazsagfiiggvények szamat!

Megoldas :

Azt kell csak osszeszamolnunk, hogy az (5) formulaval hanyféle kiilon-
boz6 fiiggvény allithato eld. Az (5) formulabanac,, ¢y, ..., ¢, értékeket sza-
badon valaszthatjuk az i és h logikai értékek koziil. Ez 6sszesen 2" ! lehe-
tdség, tehat az n-valtozos linearis fiiggvények szama 2"*!.

Mar emlitettiik, hogy szokas az i logikai értéket 1-gyel, a h
logikai értéket O-val jelolni. Ebben az esetben természetes-
nek hat az, hogy a 0-t kisebbnek tekintjiik, mint az 1-et. En-
nek alapjan abban is megallapodhatunk, hogy h<i. Mas
szavakkal ezt Gigy is mondhatjuk, hogy az {i, h} logikai érté-
kekbdl allo halmazon bevezettiink egy rendezést. Ennek a
rendezésnek az alapjan értelmezhetiink egy részbenrende-
zést az

() {(xy, xp -5 X,): xj€li,hy, j=1,2,...,n]

halmazon is. Megallapodunk abban, hogy

(8)  (Xp X5+ er X)) S (X5 X5y -y X))y

ha minden 1 <j<n szamra x;< x). Példaul
(h, i, i, h) < (i, i, i, h),

mert a két négyesben az egyik elsé komponense kisebb, mint
a masiké, a tobbi komponensek pedig egyenldk. A (8) alatti
definici6 csak részbenrendezése a (7) halmaznak, mert nem
tudjuk a (7) halmaz akarmelyik két elemét Osszehasonlitani.
Példaul n=4 esetén a (h, i, h, i) és (i, h, i, h) négyesek nem ha-
sonlithatok ossze a (8) definicio alapjan.

64

Azt mondjuk, hogy az f n-valtozos igazsagfiiggvény mo-
noton, ha barmely két, (x,...,x,) é (x},..., x;) n-esre,
amelyre

(egseeo X)) S (X5 -0 X))
teljesiil,
gy xn) S f(X3 0 X3)
is fennall.
Jelolje M a monoton fiiggvények osztalyat!

Gyakorlo feladat

23. Allapitsuk meg, hogy az f,, f,. .. .. f,, fuggvények koziil melyek ele-
mei M-nek!

Megoldas :

A definicio alapjan nyilvanvalo, hogy
fl' fz’ fa eM

és f, & M. Vizsgaljuk a kétvaltozds fiiggvényeket! Az értelmezési tarto-
many elemeit a (8) definicié a kovetkezOképpen rendezi:

/ (i’ h) \

(h, h) ———— (i, i)

\ (h, i) /

A nyil itt a nagyobb felé mutat. Az (i, h) és (h, i) parok nem hasonlithatok
ossze. A definialo értéktablazatokbol kozvetleniil leolvashato, hogy csak
az fy és f fiiggvények tesznek eleget a monotonitas definicidjanak, tehat

Ss fo€M.
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Megjegyzés

Az n-valtozés monoton igazsagfiiggvények szamara alsé és felsé becs-
lést ismernek. Jelolje M, az n-valtozos monoton fiiggvények szamat. Iga-
zoltak, hogy

Tl]

2
26

[+]

=M, = 2k
ahol k konstans, ¢, egy n-tdl fiiggd szam és BJ jeloli azt a legnagyobb

’ I3 n ’
egész szamot, amely nem nagyobb i-nel.

Azt mondjuk, hogy az n-valtozos f igazsagfiiggvény szim-
metrikus, ha tetszOleges, az i és h logikai értékekbdl alld
(xy, x3, ..., X,) rendezett n-esre igaz, hogy

S(xq, Xg0 0 x,) = (X7, X5y - X)),

ha (x}, x5, ..., x;) ugyanannyi i, ill. h jelet tartalmaz, mint
(x5 X3, - - X,), csak esetleg mas sorrendben.
Jelolje S a szimmetrikus fiiggvények osztalyat!

Gyakorlo feladatok

24. Allapitsuk meg, hogy az f,, f5. ..., f;, fiiggvények koziil melyek ele-
mei S-nek!

Megoldas:
A definicioé alapjan konnyen ellenérizhetjiik, hogy melyik fiiggvény tesz
eleget a definicidnak. Az f,, f,, f3, f, fiiggvények nyilvan kielégitik a defini-

ciot. A kétvaltozos fiiggvények koziil azok szimmetrikusak, amelyeknek
értéke az (i, h) és (h, i) helyeken megegyezik, tehat

S5 Jo Sov Jos Sron f11 €S
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25. Hatarozzuk meg az n-valtozos szimmetrikus fiiggvények szamat!

Megoldas:

A definici6 alapjan vilagos, hogy az n-valtozos szimmetrikus fiiggvény
értéktablazatanak elkészitésekor az azonos szamu i, ill. h jelet tartalmazo
sorok koziil csak az egyikbe irhatjuk be szabadon a fiiggvény értékét, a
tobbi helyre ugyanezt kell irnunk. Ennek megfeleléen a 0, 1, 2, ..., n szamu
i értéket tartalmazo sorok kitoltésekor 2 lehetdségiink van (vagy i, vagy h
értéket vesz fel a fiiggvény), ez Osszesen 2" ! lehetSség, tehat az n-valtozos
szimmetrikus fiiggvények szama 2"*!.

Feladatok

12. Igazoljuk, hogy a konstans hamis igazsagfiiggvény ki-
vételével minden n-valtozos igazsagfiiggvény eldallithato
ugynevezett polinomialis alakban, azaz

Do, D... Doy

alakban. Ebben a; (1 i< k) olyan n-taga konjunkci6, amely-
nek minden tagja vagy egy valtozo, vagy egy valtozo negalt-
ja, ugyanaz a valtozo nem szerepel kétszer, és ha i+ j, akkor
a; és o; nem csak a tagok sorrendjében kiilonboznek.

13. Igazoljuk, hogy a konstans igaz kivételével minden n-
valtozoés igazsagfiiggvény elballithato a kovetkezd alakban:

ﬁl‘_)ﬁz'_" . ‘Hﬂh
ahol ; (1 i) olyan n-tagu diszjunkcid, amelynek minden
tagja vagy egy valtozo, vagy egy valtozo negaltja, ugyanaz a
valtozo nem szerepel kétszer, és ha i+, akkor f; és B; nem
csak a tagok sorrendjében kiilonboznek!
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4. Teljes fiiggvényrendszerek

Az el6z6 fejezetekben kidolgozott eszk6zok felhaszna-
lasaval most mar egy lényeges kérdést tudunk majd megvizs-
galni. Mar az eddigiekben is talalkoztunk olyan fiiggvény-
rendszerekkel, amelyek segitségével az Osszes igazsagfiigg-
vény kifejezhetd.

Azt mondjuk, hogy az fi, f5, ..., f, igazsagfiggvények tel-
jes fiiggvényrendszert alkotnak, ha Osszetételiikkel barmely
igazsagfiiggvény kifejezhetd. Az fi, f, ..., f, fliggvényeket
egyiitt, szokas bdzisnak is nevezni. Azt mondjuk, hogy egy
bazis minimadlis, ha bel6le barmelyik fiiggvényt elhagyva mar
nem kapunk teljes fuggvényrendszert.

Gyakorlo feladatok

26. Igazoljuk, hogy a kovetkezd fiiggvényrendszerek bazist alkotnak:
a) fo fss
b) fa fo:
) Jas Jor Ji1
d) /.2~ Jor J113
j .

5 Lo

Megoldas :

Az a) megoldasa egyszeriien abbdl kovetkezik, hogy minden igazsag-
fliggvény teljes diszjunktiv normalformara hozhato6 és a konjunkcio kife-
jezhetd diszjunkcio és negaciod segitségével:

Tolxn x2) = falfs(falx1)s fa(x2)))-

Ez az azonossag csak egyszerii atirasa a jol ismert De Morgan-azonossag-
nak. Az azonosan hamis fliggvényt - f,-et — pl. igy fejezhetjiik ki f, és fs
segitségével:

Ji(x) = falfs(fa(x), x)).
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Hasonléan adddik a b ) feladat megoldasa is. Minden igazsagfiiggvény tel-
jes konjunktiv normalformara hozhat6 — az azonosan igaz fiiggvény kiveé-
telével - ez pedig

Jox) = falfe(fa(x), X))

alakban irhato fel. A diszjunkciot, azaz az f fliggvényt negacioval és kon-
junkcidval a De Morgan-azonossag alapjan fejezhetjiik ki:

fs(x1s x3) = falfe(falxr)s fa(x2))):

¢) A megoldas egyszeriien adodik a 12. feladat eredményébdl.
d) A ¢) alapjan elég azt megmutatni, hogy f, — a negacid — kifejezhet6 f,
és f,, segitségével. Ezt a kovetkez6 azonossag mutatja:

falx) = f11(x f(x))

amit f,,, azaz a @ mivelet értéktablazata alapjan azonnal ellendrizhe-
tiink.

Az e¢) és f) a 10. feladat ¢) és d) részébdl kovetkezik.

Erdemes még megjegyezni, hogy az a), b), ¢) és f) fiiggvényrendszerek
minimalis bazist is alkotnak.

27. Igazoljuk, hogy ha egy f kétvaltozos fiiggvénnyel az Osszes igazsag-
fliggvény kifejezhetd — azaz f teljes figgvényrendszert alkot — akkor f csak
a | vagy | mivelet lehet!

Megoldas:

Gondoljuk végig - abbodl a feltételbdl, hogy f segitségével az Osszes
igazsagfiiggvény kifejezhetd, hogyan allithatd Gssze f értéktablazata:

Az elsé sorban (f(i, i) értéke) csak h lehet, mert ellenkezé esetben f se-
gitségével csak olyan fiiggvényeket fejezhetnénk ki, amelyek az (i, i) helyen
i értéket vesznek fel (példaul a | nem lenne kifejezhet3). Hasonlo okokbdl a
tablazat utolsé soraban csak i érték allhat. A megmaradé két helyet még
négyféleképpen tolthetjiik ki. Ha a masodik helyre i-t, a harmadik helyre
h-t irunk, akkor

fx1x5) = TIx,,
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tehat a kapott fiiggvény f,-gyel azonos, ezzel pedig nem fejezhetd ki az Ssz-
szes igazsagfiiggvény. Ha az els6 helyre h-t, a masodik helyre i-t irunk,
akkor

flxyx;) = Txy,

tehat megint olyan fiiggvényt kaptunk, amellyel nem fejezhetd ki az Osszes
igazsagfiiggvény. Végiil, ha mindkét helyre h-t irunk, akkor a |, ha i-t, ak-
kor a | figgvényt kapjuk. Ezekkel valoban kifejezhetd az dsszes igazsag-
fliggvény.

28. A 26. feladatban szerepld e ) bazis segitségével fejezziik ki a kovetke-
z6 haromvaltozods igazsagfiiggvényeket:
i, ha x,=x,=x,,
a) Xy, X0y X3) =
1 x2x3) {h, egyébkeént.

i, ha x,x, x; koziil
b) glxy, x5 x3) = pontosan egy igaz,
h, egyébként.

Megoldas:
a) A definicié alapjan az f fiiggvényt teljes diszjunktiv normalforma-
ban igy irhatjuk fel:
S(4s x50 x3) = (X Axy AX3)V(TIX A TIx, A Tlx).
Alkalmazzuk ezutan a kovetkezd, mar igazolt azonossagokat:
Txy = x| Xy
Xy A Xy = (x, Ixz)l(X1 Ixz);
Xy Vxg = (| x,) [0 ] x5).
Ezek felhasznalasaval f-et a kvetkezd alakban allithatjuk eld:
Jlxps xg0 x3) = (X, AX3) A X3) | ((xy Axx) A x3))|
(133 A T16) A T6) [((T1xy A TIxp) A TIxg)) =
= (((x, |x2)|(xl IXZ))IX3),((XI ,xz)l(xl Ixz)lxs)l
'((x1 Ixz)l(x1 ,xz))lxs)l((x1 ,xl)l(xl 'xz)lxs))l
[(Oeg o) Ce [ 2D [ (e [ x0) ] (x2 ] x2) | (x5 | x5)) |
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I(((x1 IXI)I(XZIXZ))l((Xl lxl)l(lexz))|(x3|x3))|
[y [20)] 02 | x2)) | (e | x0) ] G2 [ X2D) | (x5 %3) |
[(Gey [ 20) | Gea |2 [ (061 | x0) [ (6 | x2)) | (3 | x3)))-

b) Itt is az a) megoldasaban kdvetett Gton juthatunk célhoz. frjuk fel
elszor a g fiiggvényt t. d. n. f. alakban:

glxs, X5 x3) = (X A TIx AX5) V(TIX AX A TIXG) Y
v(x; A TIxy A TIxg).

A kapott alakbol az el6z8kben felsorolt hdrom azonossag felhasznalasaval
kaphatjuk meg g-nek a | miivelettel kifejezett alakjat. A részletes kiirast itt
elhagyjuk.

Fontos probléma altalaban annak a kérdésnek az eldonté-
se, hogy egy adott igazsagfiiggvény-rendszer teljes-e vagy
nem. Erre a kérdésre ad valaszt a kovetkezd, Post—Jablonsz-
kij-tétel :

Az f, f», .- fr igazsagfiiggvényekbdl allé rendszer akkor
és csak akkor teljes, ha a fiiggvények kozott van olyan,
amely

a) nem eleme a K, osztalynak,

b) nem eleme a K; osztalynak,

c) nem eleme az U osztalynak,

d) nem eleme az L osztalynak,

¢) nem eleme az M osztalynak.

A tétel igazolasat majd egy feladatsorozatban veégezziik el.

Nyilvanvalo kovetkezménye a tételnek, hogy egy teljes
fuggvényrendszerbdl ki lehet valasztani egy legfeljebb ot
fliggvénybdl allo teljes részrendszert is. Az eddigi példaink-
ban talalkoztunk mar harom, kett6, s6t egy fiiggvénybdl alld
teljes fiiggvényrendszerrel is. ,

A kettonél tobb valtozos fiiggvények korében is érdekesek
azok az igazsagfiiggvények, amelyek a Sheffer-fiiggvényhez
hasonldan, 6nmagukban alkotnak teljes fliggvényrendszert.
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Altalaban egy n-valtozos f fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy
tobbvdltozos Sheffer-fiiggvény, ha nem 6rzi meg a konstanso-
kat, nem Ondualis, nem linearis, és nem monoton.

Gyakorlo feladatok

29. Igazoljuk, hogy az f,(71) és fy(—) fliggvények teljes fiiggvényrend-
szert alkotnak!

Megoldads:

A Post-Jablonszkij-tétel felhasznalasaval azonnal adodik a megoldas,
hiszen f, ¢ K,, K, M és fy; ¢ L, U.

Méas modon is konnyen célhoz érhetiink. Elég példaul megmutatni,
hogy a konjunkcio, f,, kifejezhetd f, és f, segitségével, hiszen azt mar tud-
juk, hogy f, és f, teljes fiiggvényrendsscrt alkot. A kifejezhetGséget a ko-
vetkezd azonossag mutatja:

Solxp x2) = falfolx s fa(x2))):

Ennek igazolasa kozvetleniil az értéktablazatokbol leolvashato.
30. Igazoljuk, hogy az f,( 1) és f5(«) fiiggvények nem alkotnak teljes
fliggvényrendszert!

Megoldas :

A Post-Jablonszkij-tétel alkalmazasaval elég megmutatni, hogy a fiigg-
vényrendszer nem elégiti ki az Gsszes feltételt. Valoban, f,, f;eL (l. a 21.
gyakorlo feladatot), tehat a d) feltétel nem teljesiil.

31. Igazoljuk, hogy ha egy f fiiggvényre teljesiil, hogy f ¢ K,, akkor
vagy f ¢ U, vagy f €K, is teljesiil!

Megoldas :
Ha f nem 6rzi meg a hamis konstanst, akkor f(h, h,...,h) =i Ha
S, i, ..., i) = i, akkor f nem ondualis, ha pedig f(i, i, ..., i) = h, akkor f

nem Orzi meg az i konstanst.
32. Igazoljuk, hogy minden teljes fiiggvényrendszerbdl ki lehet valaszta-
ni egy legfeljebb négy fiiggvénybdl allo teljes rendszert!
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Megoldas:

A Post—Jablonszkij-tétel szerint egy teljes fiiggvényrendszerbdl mindig
kivalaszthato egy legfeljebb ot fiiggvénybdl allo teljes részrendszer. Ezek
ko6z6tt van olyan, amelyik nem 6rzi meg a hamis konstanst, de akkor a 31.
gyakorlo feladat szerint ez nem 6ndualis, vagy nem 6rzi meg az igaz kons-
tanst, tehat egy tovabbi feltételt is kielégit. [gy a még sziikséges 3 feltételhez
legfeljebb harom tovabbi fiiggvényt kell valasztanunk, és igy kapunk egy
legfeljebb négy fiiggvénybdl allo teljes részrendszert.

Az eddigiek soran is gyakran hasznaltuk azt a kifejezést,
hogy adott fiiggvények segitségével 0j fliggvények eldallitha-
tok. Ezen pontosabban a kdvetkezot értettiik. Az adott fligg-
vényekbdl (jabb fiiggvényeket képezhetiink a kovetkezd 1é-
pések egymas utani alkalmazasaval:

- egy fliggvényben két valtozot azonositunk (példaul: az
x |y kifejezésbdl az x| x = T1x kifejezést kapjuk) vagy egy
valtozot atjeloliink (peldaul x v y helyett az x v z kifejezést
irjuk);

— egy fliggvény valtozoi helyére fiiggvényeket helyettesi-
tiink (példaul az x v y kétvaltozos és T1x egyvaltozos fligg-
vénybdl igy kapjuk a T1x v y = x—y kétvaltozos fliggvényt).

Ezek a lépések az igazsagfiiggvények korében értelmezett
miveletek. A kétféle miiveletet k6zos néven szuperpozicio-
nak is szokas nevezni. Az igazsagfiiggvények kiillonboz osz-
talyainak vizsgalatakor fontos szerepe van ennek a mivelet-
nek.

Azt mondjuk, hogy az igazsagfiiggvények egy F osztalya
zart a szuperpoziciora, ha az F-be tartozo fiiggvények szu-
perpozicidja is eleme F-nek. Ha példaul F az Osszes igazsag-
fliggvényekbdl allo osztaly, akkor F nyilvan zart a szuperpo-
ziciora.

Gyakorlé feladatok

33. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezd fiiggvényosztalyok koziil melyek
zartak a szuperpoziciora, és melyek nem zartak:
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a) a kétvaltozos fiiggvények osztalya;

b) L;

¢) U;

d) M;

¢) a monoton fogyo fliggvények osztalya;
f) K;;

9) K,

Megoldas :

a) A kétvaltozos fiiggvények osztalya nem zart a szuperpoziciora, hi-
szen egy kétvaltozos fiiggvénybdl a valtozok atjelolésével haromvaltozos
fliggvényt kapunk (példaul az x A y és x v y fiiggvényekbdl atjeldléssel az
x A(y v z) haromyaltozos fiiggvényt kapjuk).

b) A linearis fiiggvények L osztalya zart a szuperpoziciéra, mert a val-
tozok atjelolése nem valtoztat a linearitason, és mivel a @ miivelet asszo-
ciativ, egy linearis figgvény valtozoja helyére linearis fiiggvényt helyettesit-
ve, ismét linearis fiiggvényt kapunk.

¢) Az ondualis figgvények U osztalya szintén zart a szuperpoziciora,
hiszen valtozok azonositasa vagy atjelolése nyilvan nem valtoztat az

Sl k) = T (xpen Ix,)

definialé tulajdonsag teljesiilésén. Ha az f fliggvény x; valtozoja helyére
egy g € U fiiggvényt helyettesitiink, akkor a kapott

X g Xy X g X Vi W) =
=S (X X gy i Xy )
figgvény szintén eleme U-nak, hiszen

TAIX G, I I e e 1% Ty e TIp) =

TSN X (T o T TIX gy s TIX,) =

X X —I‘l(;Vl- v WX TIX) =

I

SO X g0y Vi X g X,) =
= Ry X X gy Xy Vi V)
Kozben felhasznaltuk, hogy

g0 v =g T

ami g € U miatt nyilvan igaz.
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d) A monoton fiiggvények M osztalya is zart a szuperpoziciora, hiszen
valtozok azonositasa vagy atjelolése nyilvan nem valtoztat a monotonita-
son. Azt kell még megmutatni, hogy monoton fiiggvény valtozoja helyére
monoton fliggvényt helyettesitve, szintén monoton fiiggvényt kapunk.

Feltételezve az f(x,, ..., X; ..., X,) és g(vy, -- ., y,) figgvények monotoni-
tasat, igazoljuk, hogy ekkor a

R(X 10 oo X X o oo X V1o s Vi) =
= S X gV Vi X1 X)
fiiggvény is monoton.
Legyenek 7 = (0t -y % g3 Xig g -ooo A Bra oo Bi) €87 = (], ooy iy,
Uiy 1s e Xy B1a- . Bi) i és h értékekbol allé Gsszehasonlithato rendszerek és
tegyiik fel, hogy y<y'. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy h(y) < h(y').

A y <y’ feltételbdl kovetkezik, hogy B = (B, ..., B) £ B = (B, - Bi), de
akkor g monotonitasa miatt g(8)<g(p’) és igy

(00 ceos %o o GB) Xy 1 ees ) S (X s X gs 9B, X s oo ),

tehat f monotonitasabdl kovetkezik, hogy

h(y) = h(;").

¢) A monoton fogyo fiiggvények osztalya nem zart a szuperpoziciora,
mert példaul a 1 egyvaltozos fiiggvény monoton fogyd, de ha 6nmagaba
helyettesitjiik, akkor a kapott 71(71x)=x fiiggvény szigorian novd, tehat
nem lehet monoton fogyo.

f) és g) Aziés h konstanst megdrzd fiiggvények nyilvan zartak a szu-
perpoziciora, hiszen ezen a tulajdonsagon valtozok atjelolése, azonositasa,
és ilyen tulajdonsaguak egymasba helyettesitése nem valtoztat. Ezt mar lé-
nyegében kihasznaltuk a 27. gyakorlo feladat megoldasakor.

Feladatok

14. Igazoljuk, hogy a kovetkezo fiiggvényrendszerek teljes
fuggvényrendszert alkotnak:
a) flv fS’ fll;
b) fi fs;
c) fi.fs
15. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢egy g, g5, ..., g, fuggvény-
rendszer teljes, akkor az egyes fiiggvények dualisaibol képe-
zett g¥, g%, ..., gF fiiggvényrendszer is teljes!
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16. Jellemezziik a kovetkezd igazsagfiiggvényosztalyokat:

a) LnM;
b) LnU;
c¢) LnK;
d) LNK,

17. Igazoljuk, hogy ha egy f fliggvényre teljesul: f ¢K,,
féK,;és f¢U, akkor f¢M és f¢L is igaz.

18. Hatarozzuk meg az n-valtozoés Sheffer-fiiggvények sza-
mat!

19. Igazoljuk, hogy a g¢,, ..., g, fiiggvényekbdl allo fiigg-
vényrendszer akkor és csak akkor teljes, ha minden olyan
F fiiggvényosztalyhoz, amely nem tartalmazza az Osszes
igazsagfiiggvényt és zart a szuperpoziciora, van olyan g; (1 <
<i<k), hogy g, ¢ F. _

-20. Igazoljuk, hogy ha az f fiiggvény nem Orzi meg a h (i)
konstanst, akkor f-bdl a valtozok azonositasaval megkap-
hatjuk az ilyen tulajdonsagu egyvaltozoés fiiggvényeket, azaz
az f, és f, (f; és f,) figgvényeket!

21. Igazoljuk a Post-Jablonszkij-tételt!

22. Egy,a szuperpozicic')ra zart F fiiggvényosztaly nem tri-
vidlis, ha nem iires és nem tartalmazza az Osszes 1gazsagfugg-
vényt. Igazoljuk, hogy minden nemtrivialis, a szuperpozicio-
ra zart fliggvényosztaly a K, K,, U, L, M osztalyok koziil
egyiknek része!

23. Egy nemtrivialis, zart F fuggvényosztaly majdnem tel-
jes, ha az F-et tartalmazé barmely zart F' figgvényosztaly
vagy F-fel azonos, vagy az 6sszes igazsagfiiggvényt tartalmaz-
za. Igazoljuk, hogy a K, K,, U, L, M fiiggvényosztalyok majd-
nem teljesek és mas, majdnem teljes fliggvényosztaly nincs!

24. Igazoljuk a Post-Jablonszkij-tétel alapjan, hogy a ko-
vetkezd fliggvényosztalyok nem teljesek:

a) fl’ f6, éS g(x’ y’ Z) = x@Y('BZ;
b) fi feesg(x,y, 2) = x®yPz;
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c) h(x,y,z)=(TxA ) v(TIxA Tz)v(TIyA T2);
d) fi. fo firs
e) fl’fZ’f6'

A I fejezetben Kitiizott feladatok megoldasai
1. a) A formulaban két valtozo van, igy értéktablazata

négy sorbol all. A tablazatot a miiveletek definicidjanak
alapjan a kovetkezdképpen készithetjiik el:

A } B | 14 |1A4vB|T(T4VB) |14 A (T4 VB)
i h i h h
i h h h i h
h i i i h h
h | h i i h h

A formula értéke tehat mindig hamis.

b) Ittis két valtozé van, a tablazatot két 1épésben érdemes
elkésziteni:

A | B | B-A | A-(B—4)

S . .
S o S e
—~ S~

Ennek a formulanak az értéke mindig igaz, a konstans igaz
fiiggvényt fejezi ki.

¢) A haromvaltozés formula értéktablazata nyolc sort
tartalmaz. A tablazat elkészitését most mar rovidebben vé-
gezziik, két-két 1épést sszevonunk. Jeloljiik az egész formu-
lat a-val:
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A B C | A-»(B—-C)|(A-B)=(A-C) |«
i i i i i i
i i h h h i
i h i i i i
i h h i i i
h i i i i i
h i h i i i
h h i i i i
h h h i i i

2. a) Készitsiik el az egyenlSségjel két oldalan allo formu-
la értéktablazatat. Itt is két lépést Gsszevonunk:

A B C | (AoB)—>C | A—(B~C()
i i i i i
i i h h h
i h i h h
i h h i i
h i i h h
h i h i i
h h i i i
h h h h h

Mivel a két oldalon all6 formula értéktablazata megegyezik,
az azonossag igaz.

b) Az azonossag igazolasahoz leggyorsabban gy jutha-
tunk el, ha felhasznaljuk a 4. gyakorlo feladat a) és b) azo-
nossagat. El6szor alkalmazzuk a b)) azonossagot, majd az a)
felhasznalasaval az eredményhez jutunk!

¢) A bizonyitando6 azonossag bal oldalat a 4. a) gyakorlo
feladatban igazolt azonossag felhasznalasaval 714 v B alak-
ban irhatjuk. A bal oldalra alkalmazva ugyanezt az azonos-
sagot, a kovetkezd alakhoz jutunk: 71 71Bv 714. Felhasz-
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nalva a diszjunkcié kommutativitasat és azt, hogy 71 1B=
=B, a kivant eredményt kapjuk.

3. a) Valasszuk itt azt a modszert, hogy elkészitjiik a for-
mula értéktablazatat az 1. feladat megoldasaiban megismert
eljarassal:

A| B|A-B|An(A—B) |(Ar(A-B)—-B

i i i i i
i h h h i
h i i h i
h h i h i
b) Az allitas igazolasahoz most egy masik modszert va-
lasztunk. Azt kell megmutatnunk, hogy az implikacio értéke
a benne szerepld valtozok barmely értékére igaz. Ehhez elég
megmutatni, hogy ha az implikacio utotagja hamis, akkor az
elétag is hamis. Az utotag, A—C akkor és csak akkor hamis,
ha|A|=iés|C|=h. Ebben azesetben ha | B|=i, akkor B»C
értéke h, tehat az el6tagot alkotd konjunkcid egyik tagja ha-
mis, igy az el6tag is hamis. A |B|=h esetben az A— B kon-
junkcios tag értéke lesz hamis, tehat a konjunkcid is hamis.
c) Az allitas bizonyitasahoz itt Gigy juthatunk el leghama-
rabb, ha alkalmazzuk a mar igazolt azonossagainkat:

(AvBvC)A IBA T1C)»A =
= T1((AvBvC)A 1BA T1IC)vA =
= 1(AvBvC)vBvCv A=
= AvBvC)v(AvBvC()

Az atalakitasok soran a 4. a) gyakorlatban megismert azo-
nossagot, a De Morgan-azonossagot és a diszjunkcio asszo-
ciativitasat hasznaltuk fel. Az utolsd 1épésben kapott for-
mulat

Tlava

79



alakban irhatjuk le, ha bevezetjiikk az 4 v Bv C = a rovidi-
tést. A 3.d ) gyakorlat szerint viszont ennek a formulanak az
értéke tetszOleges a-ra igaz, ezzel az allitast igazoltuk.

4. Az a=f§ azonossag teljesiilése azt jelenti, hogy az a és §
formulak értéke a benniik szerepld valtozok tetszbleges érté-
ke esetén megegyezik. Ez az utobbi allitas azzal egyenértékd,
hogy az a«>f formula a benne szerepld valtozok minden ér-
tékére igaz.

8. El6szor a b) allitast igazoljuk, ennek felhasznalasaval
az a) allitas bizonyitasa mar konnyen adodik a 4. feladat
eredményére tamaszkodva.

A b) bizonyitasat egy konkrét példan mutatjuk meg.
Konnyen lathato, hogy a bizonyitas altalanos esetben is
ugyanigy végezhet6 el.

Valasszuk ki a példaként felsorolt formulak koziil az a-t,
és elGszor alakitsuk at konnyebben attekinthetd alakba! Al-
kalmazzuk el6szor a De Morgan-szabalyokat (ha sziikséges,
pl. o esetében nem kell, de ha -bol indulnank el, mar sziik-
ség volna ra). Ezutan alkalmazzuk a disztributivitasi sza-
balyt (esetleg tobbszor, ha kell):

(AvB)A 1C = (AA 1C)v(BA T1C).

A kapott diszjunkcié minden tagja egy-egy konjunkcid, a
konjunkciés tagok vagy valtozok, vagy valtozok negaltjai.
Még azt érjiik el, hogy minden diszjunkcids tagban minden
valtozd vagy negalva, vagy negalatlanul szerepeljen. Ehhez
hasznaljuk fel az

Av A =i

azonossagot és azt, hogy az igaz konjunkcios tag nem val-
toztat egy formula értékén. Természetesen a disztributivitasi
szabalyt is ujra alkalmazzuk, ha kell, roviditésként az
Av A = A azonossagot is hasznaljuk fel:
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(AA(Bv IB)A TIC)v((AV TA)ABA 1C) =
=(AABATIC)v(AA IBA T1C)v
v(T14AABA 11C).

A most kapott alak jol alkalmazhato, latszik rola, hogy a
formula a valtozok milyen értékére igaz. A diszjunkcid pon-
tosan akkor igaz, ha legalabb az egyik tagja igaz, az egyes
diszjunkcios tagok pedig akkor igazak, ha minden tagjuk
igaz.

Az a-ra alkalmazott atalakitasi lépések ,,dualisanak” al-
kalmazasaval a*-t a kovetkezé alakra hozhatjuk:

(AvBv 1C)A(Av 1BV T1IC)A(T1A Vv BV T1C).

Errdl az alakrél konnyi leolvasni azt, hogy ez mikor ha-
mis: a konjunkcié pontosan akkor hamis, ha valamelyik
tagja hamis, az egyes konjunkcios tagok pedig akkor hami-
sak, ha minden tagjuk hamis.

A kapott eredményeket Osszefoglalva azt mondhatjuk,
hogy o a valtozoknak pontosan annyi kiilonbozd értékére
igaz, ahanyra o* hamis. Ezért ha « azonosan igaz, akkor o*
azonosan hamis, tehat 7o* azonosan igaz. Ezzel a b) allitast
igazoltuk.

Az a) allitas bizonyitasahoz hasznaljuk fel a 4. feladat
eredményét. Eszerint o= akkor és csak akkor teljesiil, ha
a>f azonosan igaz. Tegyiik fel tehat, hogy o= f8, ekkor a8
azonosan igaz. Irjuk at az ekvivalenciat a 2. b) feladat sze-
rint, igy azt kapjuk, hogy a '

(TlavB)A(xv TIB)

formula azonosan igaz. Az el6z6kben igazolt 5. b) feladat
eredménye szerint a formula dualisanak negacioja, azaz a

(1% A B*) v (e A T1B*))
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formula is azonosan igaz. Az utoljara kapott formulat a De
Morgan-szabalyok és a kommutativitas alkalmazasaval

(Ta* v B*)A (a* v T1B*) = a*op*

alakra hozhatjuk, tehat ez is azonosan igaz. Ez a 4. feladat
eredménye szerint azt jelenti, hogy

a*=ﬁ*

is fennall, és ezt kellett igazolni. 7

6. A bizonyitashoz a kovetkezd tulajdonsagokat hasznal-
juk fel (zardjelben a gyakorlat, ill. a feladat sorszamat tiintet-
tiik fel):

(AB)—>C = A(A-C) (2.a)f),
azaz az ekvivalencia asszociativ,
AoA =i 4. e) gy.),

és azt a nyilvanvalo tényt, hogy az ekvivalencia kommutativ
mivelet.

Tegyiik fel, hogy az a formulaban csak a < miveleti jel
szerepel, és minden valtoz6 paros sokszor fordul elé benne.
Ekkor az asszociativitas és kommutativitas miatt az esetleg
meglevo zarojelek felbonthatok, és a valtozok parosaval cso-
portosithatok. Minden igy kapott 4«>A alaka részformula
igaz, és igy az egész formula értéke is igaz az ekvivalencia de-
finicidja alapjan.

Megforditva, ha a-ban valamelyik, mondjuk egy A-val je-
161t valtozo paratlan szamszor fordul el6, akkor ezzel az elja-
rassal, mivel i—»A = A, azt kapjuk, hogy a formula nem azo-
nosan igaz.

Példaként megmutatjuk az

(AcsB)r(Bo(Cor{Cr 1))

formularoél, hogy azonosan igaz. A kommutativitas és asszo-
ciativitas felhasznalasaval a formulat
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(4> Ayr(BeBYrA C>C)

alakra hozhatjuk és itt a zarojelbe tett tagokat az i logikai
értékkel helyettesitve azt kapjuk, hogy a formula értéke min-
dig igaz.

Az A<(B<{A—B))—~C formulat a megfeleld atalakitas
alkalmazasaval

(A A)y(B>B)Y>C

alakra hozhatjuk és igy végiil C-t kapunk beldle, tehat a for-
mula nem azonosan igaz.

7. a) irjuk fel eldszor az f fiiggvény értéktablazatat! Mivel
f haromvaltozods, a tablazatnak nyolc sora lesz:

A\ B | C f(A, B, C)

S S S S e~ . .
S = S S~ =~
- S - S - S~
S S S e S e o~ S

Ezutan a 7. gyakorld feladat megoldasakor alkalmazott
modszer szerint jarjunk el. Az f fiiggvény értéktablazataban
szerepld minden igaz sornak megfeleltetiink egy konjunkci-
ot. Ennek tagjai az igaz értékii valtozok, ill. a hamis értéki
valtozok negaltjai — és f-et az igy kapott konjunkciok disz-
junkcidjaként allithatjuk eld:

f(4,B,C) = (AABA 1C)v(AA TBAC)V
v(T1AABACQ).
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b) Az a) feladat megoldasaban kovetett mddszert alkal-
mazzuk itt is. Rovidithetjiik ugy a megoldast, hogy nincs
sziikkség az értéktablazat leirasara, a fuggvény definicioja
alapjan kozvetleniil felirhatjuk a kivant formulat:

g(A,B,C) = (AA T1BA ‘IC)V(;IA/\B/\ 1C0)v
V(T1AA IBAC)V(AABACQ).

c) Itt is a bevalt modszert kovetjiik, de itt a teljes disz-

junktiv normalforma helyett a konjunktiv normalformat cél-
szerd hasznalni:

WA, B,C,D)=(T1Av 1BV T1Cv D) A
A(TTAv TIBVC v T1D)A
A(TTAVvBv ICv TID)A(Av 1BV 1C v TID).

8. Tudjuk, hogy Osszesen 16 kétvaltozos mivelet van, ir-
juk fel sorra ezek értéktablazatat:

A B |yg:i|9g:] 93 [ 9a | Ys | Yo | 97
h
i
i
i

S S~
~ e~~~

i
i
h
h

S o~ o~
S . . .

gs | 9o | 910 | 911 glllgl3 9d1a | 915 | 916

—_— S~
—_— o~

= - -

h
h
i
i

S-S S

h
h
h
i

SSSSsS >

i
h i
h h
h h

Az egyes fiiggvényeket most mar konnyi azonositani a mar
ismert miiveletekkel, ill. kifejezni a 71, A és v miveletével:
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M

= 1(A-B)= AA T1B;
= T(B—»A) = T1AAB;
=A|B="(AVB);

= AA 1A

913

g:1(4,B)= Av 11A4;
g2(4, B) = AV B;
gs(A, B)= B—»A = 1BV A;
gs(A, B)= A->B = 1AV B;
gs(4, B) = A|B = (A~ B);
ge(4, B) = 4;
g-(4, B) = B;
gs(4, B)= A®B = T1(A<B) =
= (1A VvB)A(TIBV A) =
= (AA T1B)v(T1AAB);
go(A, B)= A—>B = (T1AVB)A(TIBV A);
g1o(4, B) = 11B;
g11(4, B) = T14;
912l = AAB;
(
(

<«
—_
%)
—_

-

NEFNEFNEFNEEN
85353

<«
—
)
—

9. Az 5. b ) feladat megoldasakor gy jartunk el, hogy egy
a formulat t. d. n. f-ra, a megfelelé o* formulat t. k. n. f.-ra
hoztunk, ebbdl olvastuk ki a megoldast. Lattuk, hogy «
t. d. n. f.-ja és o* t. k. n. f.-ja ugyanannyi tagot tartalmaz.. Az
Osszefliggést még pontosabban igy is megfogalmgzhatjuk:
egy tag akkor és csak akkor van benne « t. d. n. f.-jaban, ha
a* t. k. n. f.-jaban el6fordul az a megfeleld tag, amelyhez ugy
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jutunk, hogy minden valtozot a negaltjaval potolunk (termé-
szetesen a kettds negaciot kikiiszoboljik) és a A jeleket v
jelekre cseréljiik fel.

10. Lattuk, hogy minden igazsagfiiggvény kifejezhetd
t. k. n. f-val, ill. t. d. n. f-val, azaz a 71, A és v miiveletek
segitségével. Ennek felhasznalasaval elég igazolni az a) rész
bizonyitasahoz, hogy a v mivelet kifejezhetd 71 és A segit-
ségével. Ezt a mar ismert

AvB= "1(T1AA T1B)

azonossag mutatja.

A b) feladat igazolasahoz az el8bbihez hasonldan elég
megmutatni, hogy a A miivelet kifejezhetd 71 és v segitsé-
gével. Ezt pedig a jol ismert

AAB= TI(T1Av T1B)
azonossag alapjan tudjuk elvégezni.

A c) feladat megoldasahoz elég megmutatni példaul, hogy
a 71 és v kifejezhetd a | mivelettel.

A | mivelet definicidja alapjan a -t a kovetkezdképpen
irhatjuk fel:

JA=A|A

A 10. gyakorlo feladat felhasznalasaval a v miivelet most
mar konnyen felirhaté a | miivelettel:

AvB=(A|B)|(4]B)

A d) feladat megoldasakor is elég belatni, hogy a 71 és A
mivelete kifejezhet6 a | miivelettel. A negaciot itt is a kovet-
kezéképpen fejezhetjiik ki:

A = 4|4,
a | definicioja szerint pedig

ANB=(A|B)|(4]B).
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11. a) Az azonossag bizonyitasahoz most valasszuk azt a
moédszert, hogy — mar ismert azonossagok felhasznalasaval
— alakitsuk 4t a bal oldalt ugy, hogy eljussunk a jobb oldalon
allo formulahoz:

(4]B)|(4] €)= (A~ B)| AN C) =

= (T(AAB)A UAAC)) =

= (AAB)V(AAC)= AA(BVC() =

= (AvIBvVC)= (14Av(B] Q) =
14| (B|C).

b) Hasonlo atalakitasok alkalmazasaval juthatunk el en-
nek az azonossagnak a bizonyitasahoz is:

(A1B)1(41C)="AvB)| 1(4vC) =
= ((AvB)v AV () =
=(AVB)A(AvC)=AV(BAC) =
= (T1AA UBAC) = (T4~ (B|C) =
T14|(B|C).

12. A keresett eldallitas a t. d. n. f.-hoz hasonlo, elészor
egy példan fogjuk bemutatni. Allitsuk el6 a kivant alz}k‘t?an
azt az f haromvaltozos igazsagfuggvényt, amelynek értéke
akkor és csak akkor igaz, ha pontosan két valtozo ért{:ke
igaz. A fliggvény értékét ennek megfelelden igy adhatjuk
meg roviden:

i, ha Xx;AX;A TIXx3

vagy X3 A T1X3AX3

vagy Txlez}\x3 igaz
h egyebkent.

f(xl’ X2, X3) =
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Az f(xy, X5, X3) értéket tehat olyan formulaval allithatjuk
el6, amely pontosan a feltiintetett harom esetben igaz,
egyebként hamis. A @ mivelet definicioja biztositja, hogy
ha a felirt harom konjunkciét a @ mivelettel 6sszekapcsol-
Jjuk, akkor a kivant alakd formulahoz jutunk:

Sxy, Xa, X3) = (X1 A X2 A TIX3)@
@®(xy A TIx5 AX3)D(T1X, A X5 A X3).

A @ miveletnek a v mivelethez hasonloan az a tulajdon-
saga, hogy asszociativ, és értéke igaz, ha valamelyik tagja
igaz. Az az eset, hogy egyszerre tobb tagja is igaz legyen a
miveletnek — éppen a tagok specialis szerkezete miatt — nem
fordulhat el6.

A specialis példan bemutatott gondolatmenet altalanos
esetben is jarhato utat jelent, a konstans hamis igazsagfiigg-
vény kivételével minden igazsagfiiggvény eldallithato a ki-
vant alakban.

13. A 12. feladat megoldasaban kovetett modszerhez ha-
sonl6 uton juthatunk célhoz. Itt is egy konkrét példan mu-
tatjuk meg az altalanos esetben is hasznalhato eljarast. Le-
gyen g olyan haromvaltozos fiiggvény, amely pontosan ak-
kor hamis, ha pontosan egy valtozdja igaz. A g fliggvényt igy
is definialhatjuk:

h, ha Xx;vXx,V Tx;
vagy  X;V T1xX,; VX3
vagy  T1x;vX,vXx3; hamis,
i egyébként.

glx 1, X2, X3) =

A g(x,, x5, x3) értéket tehat olyan formulaval allithatjuk itt
eld, amely pontosan a megadott harom esetben hamis,
egyebkeént igaz. Az « miivelet definicidja biztositja, hogy a
felirt harom konjunkciot a < miivelettel dsszekapcsolva a
kivant eléallitashoz jutunk:
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g(x1, X3, X3) = (X1 VX3 v TIx3)>
(X, V TIxy VX)X VX, VX3).

A < miiveletnek — az A miivelethez hasonloan — tulaj-
donsaga, hogy asszociativ és értéke hamis, ha valamelyik
komponense hamis. A tagok specialis szerkezete miatt itt
sem fordulhat eld az az eset, hogy egyszerre tobb tag is
hamis.

A példan bemutatott modszerrel tetszéleges — a konstans
igaztdl kiilonboz6 — igazsagfiiggvényhez megkonstrualhat-
juk a kivant alaku eldallitast.

14. a) Tudjuk, hogy f, és fs teljes fiiggvényrendszert al-
kot, ezért példaul elég megmutatni, hogy a felsorolt fliggveé-
nyekkel f, kifejezhetd. Valoban, f, és f;, szuperpozicidja-
ként f, igy fejezhetd ki:

falx) = fi 1(f2(x)’ x).

b) Elég itt is megmutatni, hogy pl. fs kifejezhetd f, és fq
felhasznalasaval. Az ismert azonossagok alkalmazasaval ez
igy végezheto el:

Se(falx 1) x2) = f5xy, x3).

¢) A b) feladat eredménye alapjan elég csak.azt megmu-
tatni, hogy f, kifejezhetd f, és fy szuperpoziciojaként. Az f
definicidja alapjan ezt igy tehetjiik meg:

falx) = folx, fi(x)).

15. Jeloljiikk az eredeti teljes fiiggvényrendszert G-vel, a
dualisokbdl allo rendszert G*-gal. A bizonyitashoz a duali-
tas definicidjat hasznaljuk fel. Azt kell megmutatnunk, hogy
tetszéleges f igazsagfuggvény eldallithatd G*-beli fiiggve-
nyek szuperpozicidjaként. Az f helyett vegyiik €l8szor az f*
-ot, f dualisat. Mivel G teljes fliggvényrendszer, ezért f*
eléallithatd G-beli fiiggvények szuperpozicidjaként. Ha most
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ebben az eldallitasban minden fiiggvény helyett a dualisat
hasznaljuk, akkor eredményként f* dualisat kapjuk meg,
G*-beli fuggvények szuperpozicidjaként.

16. a ) Az LM fiiggvényosztaly jellemzéséhez vizsgaljuk
meg, melyek azok a linearis fiiggvények, amelyek monoto-
nak is! A

Co@DC1 XD .. DX,

alaku linearis fiiggvények koziil elészor vizsgaljuk azokat,
amelyekre ¢, =i. Azt fogjuk megmutatni, hogy az ilyen alaka
linearis fiiggvények koziil csak azok lehetnek monotonak,
amelyekre ¢, =...=c,=h, azaz csak az f, monoton filigg-
vény. (Kozben tobbszor felhasznaljuk, hogy h-x = h és
h®x = x.) Tegyiik fel, hogy az n-valtozés f fliggvényben a
¢k (1=<i=n) kozott van olyan, amelyik h-tol kiilonbozo,
azaz i. Azt is feltehetjiik, hogy ez éppen a c¢,. Megmutatjuk,
hogy a fiiggvény ekkor nem monoton.

A (h h,...,h) < (i, h, ..., h)Osszefiiggés igaz. Szamitsuk ki
a két helyen a fiiggvény értékét; azt talaljuk, hogy

fhy..oh)y=1i> f(i,h,....,h)=h,
tehat az f fiiggvény nem monoton.

A c,=h esetben megmutatjuk, hogy csak az f; és f; fiigg-
vény lehet monoton, és ezekrél mar tudjuk is, hogy monoto-
nak. Legyen g olyan linearis fiiggvény, amelynek eldallitasa-
ban legalabb két ¢; (1 <i<n) h-tdl kiilonboz6! Feltehetjiik,
hogy ez a c, és c,. Szamitsuk ki g értékét az

(64, hy ooy h) > (i, hy hy ..y h)
helyeken!
gli i, by ..o h)=h < gli,h, h,....h) =i,

tehat g nem monoton.
Osszefoglalva tehat azt talaltuk, hogy

LoM = {f}, 2. f3}.
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b) El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor az adott linea-
ris fliggvény szokasos eldallitasaban paratlan szamu c(-t6l
kiilonboz6 egyiitthato értéke i. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy ekkor a fiiggvény a kovetkezd alak-
ban allithato el6:

S(Xgs e X,) = Co@DX D . . BXppes 1

ahol 2k + 1 < n. Megmutatjuk, hogy ekkor f € U, azaz f on-
dualis. Ehhez felhasznaljuk a kovetkezd azonossagokat:

4@ 1B = A®B,
1A-B = "(A—B) = A®B.

Ezek az azonossagok a miiveletek definicidja alapjan kony-
nyen igazolhatok. Igazoljuk tehat f-rél, hogy ondualis!

(x4, -0 TIX,) = Tco® T1%,@D T1x,@D
@ 1x3®D. .. @ 1x2® NXpp44) =
= Tc¢o® X, B(T1x,D 1x3)®. .. D
B (Mx2® TX2k+1)) =
= Tco® X, D(X2,@X3)®- . - D(X 2@ X244 1)) =
= (X @(Co@X,@X3D. .. DXzi+1) =
= 1x;{Co@DX,DX3D- . . DXpp41) =
=X D(Co®DX,D.. . DX441) =
= Co®X DX, @D - ®Xops1 = fXyp, -1 X,)
Ha most az f fuggvény eldallitasaban paros sok c,-tol kii-
16nboz6 egyiitthatod értéke i, azaz

flxp,oonX,) = co®@x,@... DX

ahol 2k <n, akkor konnyen lathatéan f nem Ondualis. Az
el6z6kben alkalmazott atalakitassal ekkor a kovetkezOkhoz
jutunk:
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(x4, TI%) = T1co® X, @@ T1xy) =
= co®x,®...Dxy) =
= f(xp 0 X)) F f(X1 -0 X,).
¢) Vizsgaljuk meg, melyek azok a linearis fiiggvények,
amelyek megdbrzik a h konstanst! Ha f e L, azaz
flxy, o x,) = co®1x,®...Bc,x,
alaku, akkor

f(h, ... h) = c,,

tehat f e K, akkor és csak akkor igaz, ha c,=h.
d) Hasonlo moédon egy f €L fiiggvény értéke az (i, .. ., i)
helyen:
£l ..y i) = co®...Dc,
Ez akkor és csak akkor i, azaz f eK; akkor és csak akkor
teljesiil, ha a ¢y, . .., ¢, egyiitthatok kozott paratlan sok i ér-
ték van.
17. Tegyiik fel, hogy az n-valtozos f fuggvényre teljesiil-
nek az f ¢ K,, f ¢K, feltételek! Ekkor
(f-..si) > (h, ..., h)
és a feltétel szerint
fl,...0)=h< f(h, .., h) =i

tehat f nem monoton, azaz f ¢ M. Tegyiik fel, hogy f ¢ U is
teljesiil, és f € L mégis igaz. Ekkor a 16. b) feladat eredmé-
nye szerint f csak a kovetkezd alaku lehet:

f(xl, oy x,,) = C0®x1®. . .@ka,
ahol 2k <n. Masrészt a 16. ¢ ) és d ) feladat eredménye szerint
co=1i(f ¢K,), tehat f eléallitasaban paratlan sok i egyiittha-
to szerepel, azaz f €K, ami ellentmond a feltételnek. Az
f €L feltétel tehat nem lehet igaz.
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18. Egy n-valtozos f fiiggvényt akkor neveztiink Sheffer-
fuggvénynek, ha teljesiil ra az a feltétel, hogy f ¢ K,, f ¢K,
f¢U, f¢Més f¢L. AlT. feladat eredménye szerint, ha egy
fliggvényre teljesiil az elsd harom feltétel, akkor ebbdl mar
kovetkezik az utolso kettd teljesiilése is. Elég tehat Gsszesza-
molnunk azoknak az n-valtozos fiiggvényeknek a szamat,
amelyek nem 6rzik meg a konstansokat és nem ondualisak.

Azoknak az n-valtozos fliggvényeknek a szama, amelyek
nem &rzik meg a konstansokat: 22"~ 2, mert ezek értéktabla-
zataban 2"—2 helyet tolthetiink ki szabadon. Szamoljuk
még Ossze azt, hogy ezek kozott hany ‘ondualis fiiggvény
van! Ahhoz, hogy egy fiiggvény ondualis legyen (és ne Orizze
meg a konstansokat) 2"~ ' —1 helyen tolthetjiik ki az érték-
tablazatot szabadon, tehat az ilyen fiiggvények szama:
227

A keresett fliggvények, azaz az n-valtozos Sheffer-fiiggveé-
nyek szama tehat:

22"—2_22""—1 - 22""—1(22"“—1_1).

19. Ha az allitas nem lenne igaz, az azt jelentené, hogy
van olyan, a szuperpoziciora zart F fliggvényosztaly, amely
nem tartalmazza az Osszes igazsagfiiggvényt, de g;eF
(i=1,..., k). Ekkorag,,..., g, fliggvények szuperpozicioval
eléallithaté minden f-re feF is teljesiil. Tehat g,,..., g
nem teljes fliggvényrendszer.

20. Legyen f ¢K,, n-valtozos fliggvény. Ez azt jelenti,

hogy
f(hoh, ..., h)=1i.

Az f-b6l — valtozok azonositasaval képezhetd —

g(x) = f(x,..., x)
egyvaltozos fiiggvényrdl tehat azt tudjuk, hogy

glh)=i.
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Ekkor g csak f, vagy f, lehet.
Hasonloan adédik, hogy ha f e€K; n-valtozos fliggvény,
akkor a

g(x) = f(x, x, ..., x)

egyvaltozos fiiggvény g(i)=h miatt csak f, vagy f, lehet.

21. El6szor igazoljuk, hogy a tétel feltételei elégségesek!
Azt kell megmutatnunk, hogy ha egy véges sok fiiggvénybol
allo @ fiiggvényrendszer elemei kozott vannak olyanok,
amelyekre a tételben megadott ot feltétel teljesiil, akkor
o teljes fliggvényrendszer. Elég azt megmutatni, hogy @ ele-
meibdl szuperpozicioval eldallithatd egy ismert teljes fligg-
vényrendszer.

Mutassuk meg el6szor, hogy @ elemeinek szuperpozicio-
javal fi, f, és f, (mindkét konstans és a 1) el6allithato!

Az el6z6 feladat alapjan tudjuk, hogy @ elemeibdl f; vagy
fa. 11l f, vagy f, eléallithato. Ha az egyik konstanst és f,-et
kapjuk - meg, akkor ezekkel nyilvan elballithaté a masik
konstans is.

Tegyiik fel, hogy az f és f, fliggvényeket, azaz a két kons-
tanst kaptuk meg. Megmutatjuk, hogy az f, is elGallithato
®-bol szuperpozicioval. Valasszunk olyan f € @ fliggvényt,
amely nem monoton! Ez azt jelenti, hogy van az i és h ele-
mekbdl allo két olyan n-es, amelyekre

(s s %) < (Brs s Br)
és

f((xl’ Ty an) > f(ﬁl’ tety Bn)
teljesiil. Valasszuk ki azokat az i-ket, amelyekre a;=h, f;=1.
Az ilyen index( x; valtozokat azonositsuk; jelolje ezeket x.
Ezutan valasszuk ki azokat az i-ket, amelyekre o;=h, ,=h,
az ezeknek megfeleld valtozokat azonositva, jeloljiik Oket
y-nal. Végiil az olyan x;-ket, amelyekre o; =i, f;=1, jeloljiik
z-vel. Az f-b6l igy kapott g(x, y, z) fliggvényre
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g(h, h, i) > g(i, h, i),

tehat g(h, h, i) = i és g(i, h, i) = h. Ha most g-ben y helyére
fi-et, z helyére f,-t helyettesitjiik, akkor a kapott fiiggvény
fa-gyel azonos, hiszen nem konstans (mert nem monoton).

Végul még azt kell megmutatnunk, hogy ha mindkét eset-
ben f,-et kaptuk, akkor is el6 tudjuk allitani mindkét kons-
tanst. Ezt egyszertien gy tehetjiik meg, hogy vesziink egy
f € ® nem ondualis fiiggvényt. Mivel f nem 6ndualis, van
olyan i, h értékekbdl allo rendezett n-es, hogy

Sl o) = (Mo, ..y Tt

Valasszuk ki most itt azokat az x-ket, amelyekre o;=i, és
ezeket azonositsuk! Jelolje ezeket x, és a tobbit (amelyekre
a;=h) jelolje y. A kapott g kétvaltozos fiiggvényre
g(i, h) = g(h, i),
tehat g nem ondualis. Most g és f, segitségével képezziik a
kix) = g(x, fa(x))
fliggvényt. Mivel f, a negacio, ezért
k(i)=k(h),
tehat k konstans. k-bol és f,-bdl a masik konstans mar
eléallithato.

Hasznaljuk most fel azt, hogy @-ben van nemlinearis fiigg-
vény is. Az el6z6kben alkalmazott gondolatmenetekhez ha-
sonldan megmutathato, hogy a valtozok azonositasaval és
az egyik konstans helyettesitésével egy tetszleges f nemli-

nearis fiiggvénybdl eljuthatunk egy g kétvaltozos, nemlinea-
ris fliggvényhez. Ennek altalanos alakja:

g(x, y) = xyDax® pyd?y,

ahol a, f és y az i és h értékek valamelyike. Megmutatjuk
még, hogy g-bdl a konstansok és a 71 felhasznalasaval x A y
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vagy x vy elballithato, és ezzel mar rendelkezésiinkre fog
allni egy teljes fuggvényrendszer. Tegyuk fel, hogy a=i. Ek-
kor y helyére a 71y = y@®i antivalenciat helyettesitve:

g(x, 1y) = x(y@)Dx@P(yPi)Dy =
= xy@ (D i)xDLyD(BDy) =
= xy®fy®(BD7),
mivel @i = hésh-x = h.

Hasonl6 moédszerrel a fy tag is ,eltiintethet” és kozben
legfeljebb csak a konstans valtozik. Végiil igy egy

xy@®d

alak fiiggvényhez jutunk. Ha d=h, akkor ez xy = x A y, ha
0=1i, akkor x és y helyére a 71x és 71y formulakat helyette-
sitve, a kovetkez6t kapjuk: .

(TIxA )@ = 10@ (IxA 1y) =
= (TIxA y) = x V)

Azt kell még megmutatnunk, hogy a tétel feltételei sziiksé-
gesek is, azaz ha az 6t koziil valamelyik feltétel nem teljesiil,
akkor az adott fiiggvényrendszer nem lehet teljes. Ez viszont
kozvetleniil adodik a 19. feladat eredményébdl.

22. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, azaz F nemtrivia-
lis, a szuperpoziciora zart fliggvényosztaly és nem része a K,
K;, U, L, M osztalyok egyikének sem. Ez azt jelenti, hogy
F-ben mind az 6t osztalyhoz talalhato olyan fiiggvény, ami
nem eleme ennek az osztalynak. Ekkor viszont ezek a fugg-
vények teljes fiiggvényrendszert alkotnak F-ben, tehat szu-
perpozicidjukkal minden igazsagfiiggvény eldallithatd. Eb-
bdl kovetkezik, hogy F trivialis, ellentétben a feltétellel.

23. A 22. feladat alapjan mar tudjuk, hogy ha F egy nem-
trivialis, zart fliggvényosztaly, akkor K;, K,, U, L, M valame-
lyikének része. Ebbdl kovetkezik, hogy ezek az osztalyok
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majdnem teljes fliggvényosztalyok, hiszen nyilvan nem azo-
nosak az Osszes igazsagfiiggvénybdl allo osztallyal; zartak,
és barmely, ezeknél bévebb zart osztaly mar trivialis.

Igazoljuk még, hogy mas, majdnem teljes osztaly nincs.
Tegyiik fel, hogy volna egy masik, ezektdl kiilonbozé G
majdnem teljes fiiggvényosztaly. Ez nem lehet val()di.része
egyiknek sem, mert ez ellentmondana a majdnem teljesség
definiciojanak. Ekkor azonban a G-K, G-K, G-1,
G — L, G—M halmazok egyike sem iires. Ez azt jelenti, hogy
G-bdl kivalaszthatd egy teljes fiiggvényrendszer, tehat G
azonos a trivialis, Osszes fuggvénybdl allo osztallyal.

24. A Post—Jablonszkij-tétel alkalmazasahoz készitsiik el
elészor azt a tablazatot, amely a szerepld f1, fo, fo, fi1,9 € h
fiiggvényekrél megmutatja, hogy a K,, K;, U, L, M osztalyok
koziil melyiknek elemei, melyiknek nem (amelynek eleme a
fiiggvény, oda + jelet irunk, amelynek nem eleme, oda —
jelet):

K, K, U L M
il + - - + 4+
Ll - + - + +
fo |l + + — - +
ful + - - + -
] + + + + -
h - - + -

A tablazat kitoltéséhez az f,, f>, fe, f11 figgvények esetében
a 16-23. gyakorld feladatok eredményeit hasznaltuk fel, a g
és h fiiggvényekre kozvetlenul a definicio alapjan, ill. a 16.
feladat eredményének felhasznalasaval kaptuk meg az ered-
ményeket. A feladatot ezek utan mar konnyl megoldani:

a)az f, fe és g fiiggvények kozott nem talalunk olyat,
amelyik a K, osztalynak nem eleme, tehat ezek nem alkot-
nak teljes rendszert.
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b) Ag fz,' Je- g fliggvények mindegyike a K; osztalynak ele-
me, a tobbi feltételt ezek is kielégitik, tehat ezek sem alkot-
nak teljes rendszert.

¢) A heU miatt a h egyediil nem alkot teljes rendszert.

d) Az fi, f5, fi1 € L feltétel miatt ezek sem alkotnak teljes
rendszert.

e) f1, f2, fo €M, tehat ez sem teljes rendszer.
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IIL. A KIJELENTESLOGIKA ALKALMAZASAI

1. Logikai aramkorok, automatak

Gyakori feladat az, hogy adott elemekbdl olyan aram-
kort kell osszeallitani, amely bizonyos jol meghatarozott
gyakorlati célt elégit ki. A legegyszer(ibb esetekben kapcso-
16kbal (esetleg tobb, egyszerre mikodtethetd kapcsolobol)
és aramforrasbol, fogyasztokbol kell Osszeallitani egy meg-
adott feladatot ellaté aramkort. Az ramkor megtervezése-
hez jol hasznosithatjuk az itéletkalkulus eszkozeit. A 20. ab-
ran vazlatosan szemléltetett aramkor két, sorba kapcsolt
kapcsolobol, egy aramforrasbol és egy fogyasztobol — lam-
pabol — all.

D i

___{||I,__®.___ 20. abra

Annak a feltétele, hogy az aramkorben aram folyjék az,
hogy mindkét kapcsold —az x, és az x, jeld is — bekapcsolt
allapotban legyen. Legyen x; értéke i akkor, ha az x;
(i = 1, 2) kapcsold bekapesolt allapotban van, h egyébkeént.
Ekkor annak a feltétele, hogy a lampa égjen, a kovetkezd
modon irhato fel egyszerl forméban:

Xy AX,.
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A1

|
'l ® 21. abra

Ha a 21. abran vazolt aramkor mikodését akarjuk leirni ro-
viden, akkor az el6z6 jelolési megallapodasokat alkalmazva
ezt kapjuk:

Xy VX,

Gyakorlo feladatok

) 1. irjl'lk fel anngk feltételét, hogy a kovetkezé abrakon lathato aramko-
rollr<b.o.:n'a§am’folyjon! (A Tx; jeli kapesolo az x; jeliivel éppen ellentétes
miik odési; két azonos jeld kapcsold egyszerre van nyitva, ill. Zarva).

a) b)

X2 X
A
X, '
BSOS R S g

W,

__'M‘—®— :Ill ®

22. abra

23. abra

100

Megoldas:

a) Hasznaljuk fel az €l6z6 részben elmondottakat, amit réviden igy le-
het Osszefoglalni: a soros kapcsolas a konjunkcionak, a parhuzamos kap-
csolas a diszjunkcionak felel meg. Ennek alapjan a miikodési feltételt a ko-
vetkez6 formula irja le:

(o Alxy VX)) AXL)V(TIX, A XY).

b) Az a) feladat megoldasahoz hasonléan jarhatunk el; eredményiil a
kovetkezd formulat kapjuk:

((x; vx) Axs) v (Txg Axy A(xy v TIX)).

2. Tervezziink olyan aramkort, amelyek a kovetkezd formulaknak felel-
nek meg:

a) (x, A(xy v xg) A TIxg) V(T A X, AXG):
b) ((xy v xy vxz) A TIxg) v((Txg v TIxp v TIXg) A X))V
V(((xy v Txy v TIxg) A TIx) v

V(x5 v xg) A TIX) V(TTIXG A X)) A Xy

Megoldas :

a) Azt az elvet kovetve, hogy a konjunkcionak a soros kapcsolas, disz-
junkcionak a parhuzamos kapcsolas felel meg, megkonstrualhatjuk a ki-
vant aramkort (24. abra).

X
X1 X3
X3
) Xo ~ X3~ |
24. abra

(Az egyszeriisités kedvéért itt mar nem rajzoltuk be az aramforrast és a

fogyasztot).
b ) Hasonlé moédon jarhatunk el, bar itt 9sszetettebb lesz a kapott aram-

kor (25. abra).
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— 5 D—/QJ

25. abra

3. Egy halokocsiban harom fekvéhely van, mindharom fekvShelyhez
egy-egy kapcsolo tartozik. A fiilkében egy kis és egy nagy lampa van.
A nagy lampa akkor ég, ha a tobbség akarja, a kis lampa pedlg akkor, ha
csak egy utas kapcsol. Tervezzitk meg az aramkort!

Megoldas :

Jeldlje x,, x, és x; a harom kapcsolot, és irjuk fel annak a feltételét,
hogy a kis lampa égjen! A jelolésre itt is alkalmazzuk eddigi megallapoda-
sainkat: ennek alapjan a kis lampa akkor és csak akkor ég, ha

(g A TTx A Txg) vI(TIxg A xy A TIXG) V(TTXG A TIXg A Xg).

A kapott formulanak megfelelé aramkort mar konnyen lerajzolhatjuk (26.
abra).

L . J '
26. abra
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Hasonl6 modon felirhatjuk annak a feltételét, hogy a nagy lampa égjen.
Ez a feltétel még egyszeriibb is lesz, hiszen nem sziikséges példaul vizsgal-
nunk, hogy ha x, és x, bekapcsolt allapotban van, akkor milyen helyzet-
ben van az x; jeli kapcsold (27. abra).

X1

X1 X3 ~

27. abra

A kibernetikaban a kiilonféle informacioatalakitd eszko-
zoket automataknak nevezik. Egy ilyen automatanak véges
sok bemenete (inputja) van, ezek kiviilrél kapjak az informa-
cidt, és véges sok kimenete (outputja) van, ezek tovabbitjak
az atalakitott informaciot. A matematikai vizsgalat szem-
pontjabol feltételezziik, hogy egyszerre, egyidejiileg torténik
az informacio vétele és kibocsatasa (a miikodési idét nem
vessziik figyelembe). Azt is feltessziik, hogy a kimeneteken
megjelend informaciét a bemeneteken belépd informaciod
egyértelmlien meghatarozza. Az ilyen automatat determi-
nisztikus automatdnak szoktak nevezni.

Mi most a determinisztikus automataknak azzal a specia-
lis tipusaval foglalkozunk, amelynél egy adott idépontban
kilép6 informacio csak az ugyanekkor belépd informaciétol
fugg. Egy ilyen automata sematikus vazlatat a 28. abran
lathatjuk.

X]——— 1. X))
Xo ———] 1. xp)
bemenetek . . Fkimenetek
Xp——>— F———— fe(X..... Xp) )
28. abra
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Azt is feltessziik, hogy a bemeneteken is és a kimeneteken
is az informacio binarisan kodolva jelenik meg, azaz két jol
megkiilonboztethetd allapot — jeloljilkk az egyiket O-val, a
masikat 1-gyel — hordozza az informéaciot. A 0-t a hamis, az
1-et az igaz jelének is tekinthetjuk. A binaris kodolas fizikai
megvalositasa a legkézenfekvabb.

Az elmondottak alapjan az automata miikodését agy jel-
lemezhetjuk, hogy megadjuk a kimeneteken megjelené in-
formaciot a bemeneteken megjelend informacio fliiggvényé-
ben, azaz megadjuk a kimeneti informaciot leiré n-valtozos
fi> fos .. i fliggvényeket. Ezek a fiiggvények nyilvan igaz-
sagfuggvények lesznek, hiszen a valtozok csak a 0,1 értéke-
ket vehetik fel, és a fiiggvények értéke is csak O vagy 1 lehet.
Az automata miikodését tehat k darab n-valtozos igazsag-
fliggvénnyel irhatjuk le.

Nagyon egyszer( tipusu véges automataknak tekintheték
azok az elektronikus aramkori egységek, amelyek egyes logi-
kai miiveleteknek felelnek meg. Ezek koziil a leggyakorib-
bak a kovetkezok : a konjunkcionak megfeleld LES kapu (29.
abra), ennek két (esetleg tobb) bemenete és egy kimenete
van, és a kimeneten akkor és csak akkor van impulzus — ezt
jeloljuk 1-gyel — ha mindegyik bemeneten van impulzus;
a diszjunkcionak megfelelé VAGY kapu (30. abra), ennek
két (vagy tobb) bemenete és egy kimenete van, a kimeneten
akkor és csak akkor van impulzus, ha legalabb egy bemene-
ten van impulzus.

A negacionak megfelel6 ,,inverter” (31. abra), ennek egy
bemenete és egy kimenete van. A kimeneten akkor és csak
akkor van impulzus, ha a bemeneten nincs impulzus.

A felsorolt elemeket néha Gsszevontan is alkalmazhatjuk.
Példaul a 32. abran lathaté egység miikodését igy irhat-
juk le:

TIX ;A Xy A X3
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X) ——

& —wx1Ax
2= 29. abra
Xy~

1 —xVx
2™ 30. 4bra
X—s—a | }—e"x

31. abra

X1
Xy —— &
B 32. abra

Gyakorlé feladatok

4. frjuk le formulaval a kovetkezd elektronikus aramkorok mikddesét:

a)

]

=

b)

X

33. abra

Xy —o—4

n glxy. x5)
H 34. abra
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Megoldas :
a) A kor két ES kaput és egy VAGY kaput tartalmaz, az Osszekapcso-
las modja alapjan f-re a kovetkezd formulat kapjuk:
S x5 x5) = (X, AX5) V(x5 A X).
h) A g fiiggvényt igy irhatjuk fel:
glxys X3) = (x; A T1x,) V(X A Xy).

5. Vazoljuk fel a kovetkezdé formulaknak megfeleld elektronikus aram-
koroket:

a) x,@x,:

h) (xy AX)vi(x; A Txg) v(TIx, A xy).

Megoldas :

a) Irjuk at elészor a @ miiveletet konjunkcio, diszjunkcié és negacio
segitségével:

X1 @x; = x> xz) = (X vxz) A(TIxp v X)) =

(X1 A X)) V(TIX A XR) =
= (x; AX,)V T(x, v X,).

Az utoljara kapott formulanak megfeleld aramkort mar konnyen osszeal-
lithatjuk (35. abra).

f
=] [

35. abra
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b) A megoldas a 36. abran lathato.

X2—{ .H }
36. abra

Az €l6z6 gyakorlo feladatban tulajdonképpen olyan Osz-
szetettebb automatat kellett konstrualni a megadott egysze-
rii automatakbol, amelynek egy kimenete van, és a kimene-
ten megjelend informacié a megadott fliggvénnyel irhato le.

Elég altalanos feladattipus fogalmazhaté igy: tervezziink
olyan automatat, amely egy adott kovetelménynek eleget
tesz, és az el6zdekben ismértetett haromféle elektronikus
egységbdl épiil fel.

Gyakorlo feladat

6. Tervezziink olyan véges automatat, amely ES, VAGY kapukbél, to-
vabba inverterekbdl épiil fel, két bemenete, két kimenete van, és a kettes
szamrendszerben Osszead a kovetkez6 modon: a két bemeneten megjelend
0 vagy 1 jelek kettes szamrendszerbeli Osszegét adja ki az egyik kimeneten,
és a maradékot a masik kimeneten.

Megoldas :

A tervezendd véges automata - a bindris félosszeado — sematikus rajzat
a 37. abran vazoltuk fel.

Xy —— ———

Xy ——— [—m

37. abra
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irjuk fel annak feltételét, hogy az e, ill. az m kimeneten | jelenjen meg
(legyen impulzus)! Ezt tablazattal igy adhatjuk meg:

x1|x2|e|m

i

i h
h i
h h h

i h i
i h
i h

h

Ennek alapjan felirhatjuk a kimeneteket mint x, és x, fiiggvényét:
e(x 1. x5) = (x; A TIx) V(TIXy AXy) = (X v Xp) A TI(X, AX)

m(x,, x,) = X, AX,.

A félosszeadot most mar egyszer(ien abrazolhatjuk (38. abra).

X1
2 38. abra
Feladatok
1. Irjuk le a kovetkezd aramkorok mikodését:
a)
"IX,
LY X2
— HE H—
_|X2
%3 39. abra
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b)
X E::’ T
e, BT
X2 X3

"1X2 lJ—-/

S RO
40. abra

)
X1
X
X2 X,
X2
Xj .\ X
4
% 41. abra

2. Tervezziink kapcsolokbdl allo dramkort, amely a ko-
vetkez6 formulaknak felel meg:

a) (xy = x)A(xy = x3);
b) ((x1 = Xx3)A(xy = x3)) = (x; = x3);
c) Xy V(TIx; Ax3)VI(TIX3 AXxg) Vv TI(X5 A Xy).
3. Tervezziink olyan ES és VAGY kapukbol tovabba in-

verterekbdl osszeallitott aramkoroket, amelyek a 2. a), b),
c¢) formulaknak felelnek meg!

4. frjuk le formulaval a kévetkezd elektronikus egységek-
bdl felépitett aramkort:
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x,——d n n 42. abra

43. abra

5. Tervezziink

a ) kapcsolokbol, )

b) elektronikus aramkori egységekbdl olyan aramkort,
amelyen akkor és csak akkor folyik aram, ha hjélrom kapcso-
16 (ill. bemenet) koziil pontosan ketté miikodik!
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6. Tervezziink olyan aramkort, amelynek segitségével egy
elészobaban levé lampat harom kiilonbszd kapcsoloval le-
het bekapcsolni, méghozza ugy, hogy barmely kapcsold el-
forditasakor a lampa kigyullad, ha nem égett, és elalszik, ha
égett (alternativ kapcsolo)!

2. Minimalizalasi médszerek

Az ¢el6z6 fejezetben a logika eszkozeit hasznaltuk fel
aramkorok tervezésére, leirasara. Az eddigi példainkban
nem vizsgaltuk azt a kérdést, hogy az adott célra konstrualt
aramkor mennyire egyszeri. Lehet-e — és ha igen, milyen
modszerekkel — egy adott célra konstrualt aramkorrel ekvi-
valens, egyszer(ibb aramkort szerkeszteni? Ez a kérdés pedig
— érthetd modon — az alkalmazasok szempontjabdl is na-
gyon lényeges. A kovetkezOkben, csak példak bemutatasaval
ismertetiink néhany olyan eljarast, amelyek ilyen egyszer(si-
tesi feladatok megoldasara szolgalnak. Ezeket az eljarasokat
minimalizalasi modszereknek nevezik.

Gyakorlo feladatok

7. Tervezziink az 1. feladatban megadott a), b), ¢ ) aramkorokkel ekvi-
valens, egyszerilibb aramkort!

Megoldas :

a) rjuk fel elészor az aramkor miikdését jellemzd formulat:
TIx vl v TIXG) A (X, v TIxG)) v TIX, V.

A kapott formulat most az ismert azonossagok felhasznalasaval alakitsuk
at ugy, hogy egyszeriibb, de az eredetivel ekvivalens formulat kapjunk! Az
.egyszerlibb™ itt nyilvan azt fogja jelenteni, hogy kevesebb ,,betiit™ tartal-
mazé formulahoz akarunk eljutni, hiszen a kapcsolokbdl Osszeallitott
aramkorben minden betiinek megfeleltetiink egy kiilon kapcsolot.
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Alkalmazzuk a disztributivitast:
(T, v, vV IX, VX A(TIX VX,V TIXG VXV TIXG) =

Azt kaptuk tehat, hogy a formula azonosan igaz, vagyis az aramkor két
polusa kozott a kapesolok helyzetétdl fiiggetleniil folyik aram. Ezt Ggy is
fogalmazhatjuk, hogy az aramkor egyetlen kapcsold, megszakitd nélkiili
vezetdbdl allo ,.aramkorrel” is helyettesithetd.

A b) aramkorhoz tartozo formulat is irjuk fel:

ey Al A (v X)) A TIX) VX AXG)) v
VT A (A TIxg) vITxg A TIxg)) v
V(3 Axy A (X A TIx) v TIX))

A disztributivitasi szabaly t6bbszori alkalmazasaval a kovetkezd ered-
ményre jutunk:

(x; Axy AXG)V(TIX A TIXG A TIXG) V(T A X AXG).

A kapott formulaban az els6 és harmadik tagbol kiemelhetd x, A x;, igy
a formulat a kovetkez6 modon egyszertsithetjiik :

(xy Axz) v (TTx A TIx, A TIx).

Ezutan vazoljuk a kapott formulanak megfelelé aramkort, amely 6t kap-
csol6t tartalmaz (44. abra). A ¢ ) aramkornek megfelelé formulat konnyen
felirhatjuk :

(x; VX VX3 VX A(X VX, VXA (X, V) =

=X, VX,VX3VX,

x2 X3~
_‘x’ }4
LV LS 44. abra

Az azonossag helyessége konnyen ellendrizhetd. A megfelel négy kapcso-
16bol allo aramkort is konnyen megszerkeszthetjiik (45. abra).

X1

X
— 27 4
— L

) S P (
X4 45. abra
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8. Egyszer(sitsiik a kovetkezo formulat, azaz irjunk fel egy ezzel ekviva-
lens, minél kevesebb valtozdjelet tartalmazo formulat:

(71X A T, A TIX5) V(TTX A TIX, A Xg) Y

V(XA TIX, AX) V(XA Xy AXS).

Megoldds:

A formula t. d. n. f. Vegyiik szemiigyre az egyes tagokat. Az els6 két tag-
bol kiemelhetd 71x; A T1x,, a megmaradt rész: T1x; v x; = i, tehat ez el-
hagyhaté. Hasonlo otlettel egyszerisithetjiik a masik két tagot is. Igy a ko-
vetkezd egyszeriibb formulahoz jutunk:

(T1xy A TIx5) v (xg AX).

Az el6z6 példakban a formulak egyszer(sitéséhez, mini-
malizalasahoz mas-mas 6tletet kellett felhasznalnunk. A mi-
nimalizalas gyakorlati fontossaga miatt célszeri algoritmu-
sokat, lehet6leg gazdasagos algoritmusokat keresni a mini-
malizalasi probléma megoldasara. A problémanak elGszor
egy specialis, a gyakorlat szempontjabol fontos esetét tar-
gyaljuk.

Az igazsagfiiggvények elballitasahoz kézenfekvo, jol hasz-
nalhaté alak volt a t.d.n.f, ill. a t. k. n.f. A figgvények
eléallitasa szempontjabol azonban ez az alak nem gazdasa-
gos, tul sok betlit tartalmaz. El6szor olyan, gyakorlatilag is
jol hasznalhaté modszereket fogunk vizsgalni, amelyek
t. d. n. f, 1ll. t. k. n. f. alakbol kiindulva, de tovabbra is csak a
1, A és v miveletével felepiilé formulak korében maradva
csokkentik a fiiggvény elballitasahoz hasznalt betlik szamat.

Llemi konjunkcionak nevezzilk az olyan konjunkciot,
amelynek tagjai kiillonboz6 valtozok, ill. e valtozok negalt-
jai. Elemi konjunkciok példaul a kovetkezok:

X1 A TIXy A X35 TIX; A TIX3AXs A T Xg, X5.

Az elemi konjunkcié rangjdnak nevezziik a konjunkcio-
ban el6forduld betlk szamat.
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Diszjunktiv normadlformdnak, roviditve d. n. f.-nek nevez-
ziik az olyan diszjunkciot, amelynek tagjai elemi konjunkci-
ok. Diszjunktiv normalformak példaul a kovetkezé formu-
lak:

Xy V(TIxy AXa) V(X A X3);

(TIxy Axa AX3) V(XA TIX, A TIXS).

A felirt két d. n. f. koziil a masodik t. d. n. f. is; nyilvanvald,
hogy a t. d. n. f. specialis esete a d. n. f.-nak.

A kovetkezOkben elsésorban olyan eljarasokat ismerte-
tiink, amelyek a diszjunktiv normalformak korében keresik
meg a lehetdleg kevés betiit tartalmazo formulat.

Egy d.n.f. hosszdnak nevezziik a formulat alkoté kon-
junkciok szamat. Fontos lesz szamunkra egy adott
d.n.f-hoz tartozo, azzal ekvivalens legrévidebb d.n.f.
(. d. n. f)) és a legkevesebb szamu betiit tartalmazo, azaz mi-
nimdlis d. n. f. (m. d. n. f).

A bevezetett fogalmak mintajara lehetne definialni a konjunktiv nor-
malformat (k. n. f.), és az ehhez kapcsolodo fogalmakat. A kovetkezékben
azonban csak d. n. f.-kal foglalkozunk. A targyalt médszerekhez hasonlo-
an targyalhatok a k. n. f.-hoz kapcsolodo eljarasok is.

Sok szempontbol hasznos és érdekes az igazsagfiiggve-
nyek értelmezési tartomanyanak geometriai szemléltetése.
Itt is hasznos lesz, megkonnyiti a szemléltetést, ha az i logi-
kai értéket 1-gyel, a h logikai értéket O-val azonositjuk. Ek-
kor példaul a kétvaltozos igazsagfiiggvények {(0,0), (0, 1),
(1,0), (1,1)} értelmezési tartomanyanak szemleltetesere ki-
nalkozik az egységnégyzet négy csucspontja (46. abra). Erde-
mes azt is megfigyelni, hogy a csucspontokhoz és az élekhez
elemi konjunkciokat rendelhetiink ugy, hogy ezek éppen a
megfeleld csucspontokban, ill. a megfelels élek végpontjai-
ban igazak (47. abra). A rovidség kedvéért a konjunkciot itt
is szorzasként jeloljiik, és megallapodunk abban, hogy eb-
ben a fejezetben tovabbra is ezt a jel6lést hasznaljuk.
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X24\ Y
X.
2
1
0,1) (11) X% X3 Xo
Xy X7
0.0) (1.0) xy Rt X
46. abra 47. abra
x5
“Ix,"lx2x3 -3 X, X X
)
X, X, X.
7 %% <
X1%%
%
"IX,T!’Z"IXJ / % Xz"l X
X2
X3 X2 1x3
XXX % x5 X,
X,'1X3
X7 48. abra

A haromvaltozos igazsagfiiggvény értelmezési tartoma-
nyat a (haromdimenziés) kocka csucspontjaival szemléltet-
hetjiik. A legfeljebb harmadrangi elemi konjunkciokat — az
el6z6 esethez hasonldéan — a kocka lapjainak, €leinek, csa-
csainak lehet megfeleltetni (48. abra).

Nem minden lehetdséget irtunk oda, hogy az abra ne le-
gyen zsufolt.

Hasonl6 szemléltetést lehet hasznalni n-valtozos fliiggvény
esetében is. Az n-valtozos fliggvény értelmezési tartomanyat
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az n-dimenzios kocka csucsainak, éleinek, lapjainak, ..., ro-
viden k-dimenzios intervallumainak megfeleltethetok a leg-
feljebb n-edrangt elemi konjunkciok.

A szemléltetést jol fel tudjuk hasznalni a fiiggvények
d. n. f. alakjaban valo elballitasara. Ha megadunk egy n-val-
tozos fiiggvényt, akkor ezzel egyszersmind kijeloltiik az n-di-
menzids kocka csucsainak egy részhalmazat is. Azok a csu-
csok tartoznak a részhalmazba, amelyekre a fuggvény értéke
i, azaz 1. Jeloljik ezt a halmazt T/-gyel. Az f figgvény
t. d. n. f. elBallitasat kapjuk meg, ha a T/-be tartozd csi-
csokhoz rendelt elemi konjunkciok diszjunkcidjat irjuk fel.
A T/ halmaz mas intervallumokkal is lefedhetd; ezek disz-
junkcidjaként az f egy d. n. f. elGallitasat kapjuk.

Gyakorlé feladat

9. Szemléltessiik a 8. gyakorld feladatban t. d. n. f.-val megadott fiigg-
vényhez tartozd T halmazt, és ennek segitségével allitsuk eld, lehetéleg
rovid d. n. f. alakban a fiiggvényt!

Megoldds:

A T/ halmazt a 49. abran szemléltettiik. Az abran vastagon kihazott
élek végpontjai lefedik a T halmazt, igy az ezeknek megfeleld elemi kon-
junkcidk diszjunkcidja d. n. f. alakban adja meg a fiiggvényt:

TIx; TIx, VXX

Most allitsuk el6 a fiiggvényt a lehet legkevesebb betiibdl
allo d. n. f-val — azaz m. d. n. f.-val! A d. n. f. betliinek sza-
mat a d. n. f.-et alkotd elemi konjunkcidk rangjanak osszege
adja. Vilagos, hogy a T{ halmaznak olyan lefedését kell meg-
keresniink, amelyre ez a rang0sszeg a minimalis. A cél nyil-
van az, hogy minél nagyobb dimenziészamu intervallumok-
kal fedjiik le T/-et, hiszen a nagyobb dimenzi6szamu inter-
vallumokhoz kisebb rangu konjunkciok tartoznak. Lathato,
hogy a dimenzid és a rang Osszege rogzitett, éppen n.
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p X3

-1X7_|X2X3

'1X7_|X2

XXXy - X1%%
G O

’ 2
// XX
’

’
’

/, 49. abra

Azt mondjuk, hogy egy I intervallum maximalis, ha nincs
olyan nagyobb dimenzids intervallum, ami I-t tartalmazza
és még része T{-nek.

Gyakorlé feladatok

10. Az f haromvaltozos fliiggvényt a kovetkezd t. d. n. f.-val adjuk meg:
S(x ), X X3) = X X505 VX TIX,X3 vV TIX X, TIX VXX, TIXG.

Szemléltessiik a fiiggvényhez tartozé T/-et, valasszunk ki T{-et lefed6 ma-
ximalis intervallumokat és irjuk fel az ennek megfelelé d. n. f.-t, majd pro-
baljuk meg ezt is roviditeni!

Megoldads:

A T/-et az 50. abran szemléltettiik, vastagon jeloltik mega T/-et lefedd
maximalis intervallumokat. A fiiggvény igy kapott d. n. f. el6allitasa:

S(X 1 X5 X3) = X X3V XX, VX, T1X,.
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X1X3

XX

X2
127 X3

X1 50. abra

Az abrarol leolvashato, hogy az x,x, konjunkciohoz tartozoé €l kihagyha-
to, mert a masik két él is lefedi T/-et. [gy a fiiggvény a valtozok négy el6-
fordulasat tartalmazoé d. n. f.-val allithato eld:

S(xy, x5, X3) = XX VX, 71X,

11. Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényekhez tartozé T; halmazokat! Ke-
ressiink lefedd intervallumokat és irjuk fel a megfeleld d. n. f.-et, tovabba
keressiink - ha lehet — még rovidebb d. n. f.-et:

a)  fxg, Xy X3) = XXXV X, TIX,X5 VX X, TGV
VX TIX, TIXy VOTIX XX

b)) glxy, X3 X3) = XX, X3 VX TIX X5V
VX TIX TIX v OTIX XXy v

vV OTIX X, TIXg VT TG X

Megoldas:

Az a) feladat esetében az 51. abran szemléltettiik a T-et, megjeldltiink
egy lefed6 intervallumrendszert is. A fiiggvény megfeleld d. n. f. el6allitasa
a kovetkezd:

J(x 1 X0 X3) = Xy v TIX XX,
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X 51. 4bra

Megfigyelhetd, hogy még rovidebb d. n. f.-hez jutunk, ha az 52. 4bran
szemléltetett lefedd intervallumokat valasztjuk. Erdemes megjegyezni,
hogy a kapott

Sxp x50 x3) = X, VXX

alak minimalis d. n. f. Ez az €l6z6 d. n. f.-b6l bizonyos diszjunkcids tagok
elhagyasaval nem kaphat6 meg!

lxj

X1 52. abra
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A b) feladathoz tartozé T/ halmazt az 53. abran szemléltettik.

Ny

X7 53. abra

Eszrevehetd, hogy ebben az esetben két kiilonb6z3, maximalis interval-

lumokbol allo lefedd rendszert is kivalaszthatunk (54. és 5. abra). Ezeknek
megfeleléen, két kiilonbozé m. d. n. f.-hoz jutunk:

glx gy x50 X3) = X TIx, v TIX x5 VX, TG,

9x1s X2 X3) = Xy Ty v x5 V I,

X3 rXJ
Wxg
1X2X3
Xy x,
> X x. ——
X? 172 X2
X3x3
XXy
X X
54. abra S55. abra
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Az eddigi tapasztalatokat a kovetkezokben foglalhatjuk
ossze. Gyakorlati problémak megoldasakor el6fordul6 igaz-
sagfiiggvényeket a leggyakrabban t.d.n.f-ban konnyd
megadni. A kovetkezé lépés a gazdasagosabb elballitashoz a
t. d. n. f. roviditése, minimalizalasa. A m. d. n. f. altalaban
nem egyértelmd, egy adott fiiggvénynek tobb m. d. n. f.-ja is
lehet. A kovetkez8kben olyan, gyakorlatilag is hasznalhat6
eljarasokat ismertetiink, amelyek t.d.n.f alakban adott
fuggvényhez megadjak a m. d. n. f.-t.

Az egyik ilyen modszer az un. hatdrozatlan egyiitthatok
modszere. Ebben az esetben az n-valtozos fliggvényt olyan
d. n. f. alakban allitjuk el8, amelyben minden, legfeljebb n-
edrangi elemi konjunkcio el6fordul az indexes A hatarozat-
lan egyiitthatoval. A hatarozatlan egyiitthatokat ezutan ugy
adjuk meg, hogy a m. d. n. f.-hoz jussunk. Egy haromvalto-
z6s fliggvényt példaul a kovetkezé alakban adunk meg:

flx1s X0 X3) = AY X, VA TIX, VA TIX5 Vv
VAlX, vAlx, v Alxy v 499 1x, X, v
VA TIX, TIxs v A TIx, TIxg v A TIX X, v
VA TIx Xy v A3 TIXXs v ALSX TIX, v
VANYX, TIx3 v ASX, TIXs v AL x X, v
VA x5 v ASSxox3 v AD9S TIx TIx, TIxg v
v A9 T, TIx,xs v AR TIx X, TIxs v
VAL TIX XX v
v A%, T1x, TIx5 v 419X, TIx,xs v
VA9 X, TIxs v ALRAx X, X5

A fliggvény definicidjat és az adott eldallitast felhasznalva,
az egyiitthatokra egy egyenletrendszert irhatunk fel. Ha pél-
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daul az x,=x,=x3=h értéket adjuk a valtozdknak, ak-
kor az

ASv AG v AV AQS YV ARGV QS v AL9% = f(h, h, h)

egyenlethez jutunk. Hasonldé modszerrel irhatjuk fel a tobbi
egyenletet is:

AV AV ALV AV AQS v ALV A9 = f
onszA 12VA 23VA(1)ég=f
A9v AL v AL v A% v A9} vA23vA?§§=f
AjvAIV ASV ALV ALV A3V AL9% = £
AfVAIV ALV A VALV AV A9 = f
AlvAivAQvAlLv Al v ARV Al = f
AivAsvAivAl vAllvAllvAalll = f

Az egyenletrendszer megoldasakor arra toreksziink, hogy le-
hetbleg a kis indexl egyiitthatok értéke legyen i, azaz 1, a
nagy indextieké pedig h, azaz 0.

Gyakorlo feladat

12. A hatarozatlan egyiitthatok modszerével keressiik meg a kévetkezd,
haromvaltozos igazsagfiiggvény m. d. n. f.-jat!

i, ha x,=x,=x3=1i, x;,=x,=I, x3=h,

f(xy, X3, X3) = és x;=x,=h, x3=i,
h egyébként.

Megoldas:

A fiiggvény definicioja alapjan a kovetkezd egyenletrendszert irhatjuk
fel:

AVv AV AV AV A9 v ASS v A998 = h,
AVv AV ALV AY v ADY v ASS v A9 =,
AV ALV AV A v AV v A v ADS = h,
AVv ALV ALV A v AV v ALV A0 = h,
Al v AV AS v ANV ALY v A9 v ALYS = h,
Alv A v ALV AV AL v A v ALY = h,
AlvAlvASv Al v A v A VAL =0,
AlvalvalvAallvAllvAiivalll =i

A hamis diszjunkcié minden tagja hamis, ebbdl rogton adodnak a kovet-
kezd értékek:

0 0 00 00 00 000 _
AV=A)=A=A4)=A]3=A455=A33=
— Al 401 10 _ 4010 _ g1 _ 401 _ 411 4011 _
=A;=A0=A35= A= As=A = A=A =
— Al _ 410 10 _ 4100 01 _ 4101 _
=Aj=Al3=A5=A135=A13=A=A13 = h.

Ezek felhasznalasaval a megmaradé egyenleteket a kovetkez6 alakra hoz-
hatjuk (felhasznalva, hogy a hamis diszjunkcios tag elhagyhato):

00y _

Al =i,

11 110 __
A3V AL =1
11 11 __
Ao VA, =0

A nagyobb rangu konjunkciok egyiitthatoit célszerii h-nak valasztam
igy az

Al = A1t =h
valasztassal
Ay =all=
adodik, és ennek megfeleléen a m. d. n. f.:
S(x gy X5 X3) = XX, v 71X, TIX,X5.
A bemutatott modszer gépies, konnyen célhoz vezet, de elég

szamolasigényes. Egy n-valtozos fliggvény esetében 2" egyen-
letet kell megoldani.
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A probléma megoldasara egy masik modszert, amelyet
W. Quine javasolt, a kovetkezé gyakorlo feladatban muta-
tunk be.

Gyakorlo feladat

13. Allitsuk €l m. d. n. f. alakban a t. d. n. f-val adott
S g0 X5 X3, X)) = 71, TIXGX3X, vV TIX X, TIX TIX, v
VOTIX X, TIX X, VI X XX VX TIX, TIX X, v
VX TIXGX 35X VXX, TIX G TIX VX XXy TTX

fliggvényt!

Megoldas :

Az elsé lépésben a kovetkezd tipusua ,elnyelési™ szabalyt alkalmazzuk,
ameddig csak lehet:

AX; VALY = A

Az attekinthetdség kedvéért sorra vessziik a t. d. n. f. tagjait, mindegyiket
Osszehasonlitjuk az Gsszes tobbivel, keresiink hozza megfelel part, ha le-
het. Ezutan leirjuk az egyszeriisitéssel kapott tagot, és megjeldljiik a mar
felhasznalt tagot.

TIX TIXGX3Xg, T1X X, TIXy I, TIXG X, T1X X,

TIX XX 3X a0 X 71X TIXGX L Xy TIX X 3Xy,

XX, T1X3 TIXg X X)X 51Xy,

A kapott haromtaga elemi konjunkciok:
TIX X3Xg, TIX X5 T1X3, Xg T1X5X,, X X5 T1Xy,
TIX XXy, T1X3X3Xg, X; T 1X3 70X,

Ezekre - ha lehet - ujra alkalmazzuk az elnyelési szabalyt. Jelen esetben
ezekre mar nem alkalmazhaté a szabaly. Ekkor elkészitiink egy olyan tab-
lazatot, amelyben az oszlopokban a t. d. n. f. tagjai allnak, soraiban pedig
a megmaradt d. n. f. tagok (amiket nem jel6ltiink meg):
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1. tablazat

‘xl‘xz1 xJ-' x4 x/xzx 3—'x4

XXX,

X,1X X,

x1

TXEIXX,  TIXXXX,

XXX X,

'lx,"lx_,xj,xd

T,

XXX,

74

1

XXX,

XXX,

XXX,

XXX,

Xx,7x,
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A tablazatnak nyolc oszlopa és hét sora van. Az egyes sorokban végig-
megyiink és jelet tesziink oda, ahol az oszlop fejlécében levé t. d. n. f. tag
igaz, amikor a sor elején allo konjunkcié igaz.

Ezutan kikeressiik azokat az oszlopokat, amelyekben csak egy jel van.
Az ezeknek megfelelé konjunkcidknak feltétleniil szerepelni kell a
m. d. n. f.-ban. A mi példankban két ilyen oszlop van, az 5. és a 8. Ezutan
kihagyjuk ezeket az oszlopokat, tovabba még azokat is, amelyeket az itt
szerepl tagok ,lefednek™, tehat a példaban a 6. és 7. oszlopot. Ugyancsak
elhagyjuk a mar bevett tagoknak megfelel sorokat is.

2. tablazat

TIX TIXpX3X, TIX X, TIX3 TIX TIXpXp T1X3X, T1X XX 3X,

71X X3X, + +
71X X5 T1X3 +

TIX XXy + +
TIXX3Xg4 +

X5 T1X3 71X, +

A kapott tablazatbdl (2. tablazat) azutan ugy célszeri kivalasztani a so-
rokban szerepl6 tagok koziil néhanyat, hogy ezek rangosszege minimalis
legyen, és egyiitt lefedjék az Gsszes megmaradt t. d. n. f. tagot. Példankban
ezt az elsd és masodik sorban allo tagok valasztasaval tehetjiik meg. Igy
végiil a kovetkez6 m. d. n. f.-hoz jutunk:

J(x s Xgy X34 X4) = X, TIXX, VXX, T1X, V
VOTIX X3X, Vv TIX X, T1XG.

Altalaban ez a Iépés nem egyértelmi, tobb lehetéség koziil is valasztha-
tunk.

A most megismert Quine-modszernek az a hatranya, hogy
az els6 lépésben til sok Osszehasonlitast kell végezni. Min-
den tagot minden mas taggal 6sszehasonlitunk, ez a legrosz-
szabb esetben — n-valtozos fiiggvény esetén — 2"~ !(2"—1)
Osszehasonlitast jelent. Ezen javitott E. Mc¢ Cluskey modosi-
tasa. A mddositott mddszerrel (a Quine—Mc Cluskey-maod-
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szerrel) majd a feladatok soran ismerkediink meg. A felada-
tok kozott foglalkozunk majd olyan mddszerrel is, amely
tetszOleges d. n. f.-bdl kiindulva vezet el a m. d. n. f.-hoz.

A {7, A, v} teljes fiiggvényrendszerben az adott fiigg-
vényt minimalis szamu betlivel el6allité formula megkeresé-
sére nem ismeriink jol hasznalhato, gazdasagos algoritmust.
A m. d. n. f-t rendszerint még kiemelésekkel tovabb rovidit-
hetjiik, igy mar nem d. n. f.-t kapunk. Altalaban nem igaz az,
hogy a m. d. n. f.-bol kiemelésekkel a minimalis eléallitashoz
jutunk. Az elmondottak miatt a gyakorlat szempontjabol
nagyon fontosak és jol hasznosithatok a m. d. n. f.-t eléallitd
modszerek.

Egy tovabbi altalanosabb, elméleti és gyakorlati szem-
pontbol is fontos problémakor a kovetkezd. Tetszdleges
F teljes fliggvényrendszerhez adjunk meg olyan algoritmust,
amelynek alapjan barmely igazsagfiiggvény elballithatdo F
elemeibdl szuperpozicidval, majd olyan algoritmust, amely a
kapott eldallitast minimalizilja. Ebben a problémakdorben
sok még a nyitott kérdés. Néhany specialis esettel a felada-
tokban foglalkozunk.

Végiil érdemes megfigyelni, hogy ha elektronikus aramko-
roket terveziink megadott egységekbdl, akkor egy tovabbi
minimalizalasi problémat kell megvizsgalnunk: az adott
fiiggvényt hogyan lehet eléallitani minimalis szam miivelet
alkalmazasaval? [tt ugyanis az aramkori egységek miiveleti
jeleknek felelnek meg.

Feladatok

7. A hatarozatlan egyiitthatok modszerével keressiik meg
az

S0y, Xp0 X3) = X1X5%3 VXX, TIX3 VX, T1X,X3 V
v Xy 71X, TIXg Vv TIxg T1x, T1X,

fuggvény m. d. n. f.-jat!
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8. A Quine—Mc Cluskey-modszerben az adott t.d.n.f
tagjait i és h betlikbol allo sorozattal jellemezziik. Példaul az
- X, T1x,Xx5 tagot az ihi sorozat jellemzi, erre igaz a konjunk-
cio. A tagokat aszerint csoportositjuk, hogy a hozzarendelt
sorozat hany i betiit tartalmaz (0,1, 2, ..., n szdmu i betiit
tartalmazo tagok). Az 6sszehasonlitast csak szomszédos cso-
portok kozott kell elvégezni.

A Quine—Mc Cluskey-modszerrel keressiik meg a kovet-
kezd, t. d. n. f.-val adott fliiggvény m. d. n. f.-jat:

fxq, X5, X3, X4) = 71X, 71X TIX3 TIX, V
VOTIX ) TIX, TIX3Xa VO TIX ) T1XX3 T 1Xe V
V TIX X5 T1X3 T 1X4 VX TIX, 71Xy T 1X, Vv
V TIX ) TIX5X3X4 V TIX(XX3 1Xa VX T1Xy T 1X3X, V
V TIX(X5X3X4 V X1 T1X3X3X, V XXX 3X4.

9. Tegyiik fel, hogy az n-valtozos f fuggvénynek egy o
d. n. f. el6allitasaban szerepel egy ox; és egy B 1x; alaku tag.
Igazoljuk, hogy

o=0vap.
10. Az ¢l6z6 feladat eredményének felhasznalasaval az
JOeqs Xz, X3) = T1x; TIxp v TIXX3 VXX, TIX3 V
V TIX X, 71X,

d. n. f. alakban adott fiiggvényhez készitsiik el a roviditett
d. n. f.-et, majd ezt egyszerisitsiik a Quine-modszerrel!

11. Az n-valtozos s, (Sheffer) és w, (Webb) fiiggvényeket a
kovetkezOképpen definialjuk:

SlX1s oo Xa) = X1 | Xz || X0 =

= TUX; AX3 A AX,),
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WlXgs oo X)) =Xq [ X3 Lo [ X, =
= T(x; VX3 V... VX,)
Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat:
a) sy(x,...,x)= "TIx;
wy(X, ..., X) = TIx;

b) sux,...,x, 71x)=1i;

Wo(X, ...y X, T1x) = h;
C) Su(X1seer X by oo ) = SXq, o0y X))5
WX 15 e X By ooy h) = WXy, o0 X))
(1=i<n).

12. A t. d. n. f. felhasznalasaval adjunk meg olyan eljarast,
amelynek alapjan tetszSleges igazsagfiiggvény eldallithato a
w, fiiggvény szuperpozicidjaként!

13. Az el6z6 feladatban talalt modszer szerint allitsuk el
a kovetkezd haromvaltozos fliggvényt, wy segitségével:

f(xl, xZ, X3) = _]xl —lej.XéV 7X17X2X3 A\
V TIXXX3 VX, 1X T 1X3 VXX, 1X3.

14. A hatarozatlan egyiitthatok modszerének megfeleld
moédositasaval minimalizaljuk a 13. feladatban kapott el6al-
litast!

3. Relés aramkorok szerkezete és bonyolultsaga

A 2. szakaszban mar néhany példa kapcsan talalkoz-
tunk olyan aramkorokkel, amelyekben relék, jelfogok mi-
kodtetik a kapcsolokat. Lattuk, hogy ilyenek tervezéséhez,
miikodésének leirasahoz jol hasznalhatok a logika eszkozei.
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Ebben a fejezetben ilyen tipust aramkorok szerkezetét vizs-
galjuk, és néhany olyan feladatot oldunk meg, amelyek az
aramkorok bonyolultsaganak becslésével foglalkoznak.

El8sz6r megallapodunk abban, hogy az aramkorok szem-
leltetesét egyszeriisitjiik. A kapcsolokat vonalakkal jelljiik,
a vonal keét végét polusoknak nevezziik. Maga a vonal egy
kétpolus. A polusokat egyesithetjuk is. Ennek megfelel6en
az aramkort grdf szemlélteti. A graf éleihez logikai valtozé-
kat vagy valtozok negaltjait irjuk, ezek jelolik a kapcsolokat.
A csucsok felelnek meg a kétpolusok egyesitéseinek. A graf-
ban kijeloliink két csucspontot, az egyik a bemenet, a masik
a kimenet. Az igy kapott sémdk természetesen idealizalt leira-
sai a fizikai aramkoroknek. Igy példaul természetesen azt is
feltessziik, hogy ha a bemenetre aram érkezik, akkor ez az
egeész séman egyszerre atfolyik, azonnal megjelenik a kime-
neten is (ha a kapcsolok helyzete ezt engedi).

Az 56. abran néhany ilyen grafot rajzoltunk meg. A beme-
netet és a kimenetet nyillal jeloltiik.

'1x3 =X 7 3 X,
%
o b)
X Xy
X) X5

c) 56. abra

Minden grafhoz hozzarendeliink egy igazsagfiiggvényt. Ez
annyi valtozos, ahany kiilonbozé logikai valtozoé van a graf
elén és akkor és csak akkor igaz, ha a bemenet és kimenet
kozott folyik aram.
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Gyakorlo feladat

14. frjuk le az 56. abran vazolt grafoknak megfeleltetett igazsagfiiggvé-
nyeket!

Megoldas:
Az 56a abran lathato grafban négy valtozo van, igy négyvaltozos fligg-
vényt kapunk:
(X0 Xg0 X35 Xg) = X X3Xg V X XX V
VX3X3Xa V X5X, VX X3X, TIX, V TIX5 TIX XV
Vv TIXx3 T1X X, T 1Xg.
Az 56b abranak megfeleld g fiiggvény egyszeriibb:
g(x s X3y X3, Xgq) = X} VX, VX3V Xy
Az 56¢ abran egy hidkapcsolas vazlata lathatd. A hozza tartozo h fiiggvény
igy irhato fel:
B(X (4 X 50 X3, Xg0 X5) = X XV X X3X5V

V X3X5 VXX 53X,

Mar az el6z6 gyakorlo feladat megoldésébgm is hasznal-
tuk, hogy a séma miikodését leird ﬁiggvényt ugy liaphatjuulf
meg, hogy sorra vessziik a bemenetet a klrlnene:ttel osszekot,o
egyszer(i utakat (amelyek nem haladnalg at ket§zqr egy csu-
cson), és az ezeknek megfelel6 konjunkcidkat d'1ISZJunkc1o.val
kapcsoljuk Gssze. Igy a fiiggvényt d. n. f. alakjaban kapjuk
meg.

Eforditott feladat az, amivel néhany specialis esetben mar
foglalkoztunk. Ebben az esetben adott ﬁiggvé;nyhez kere-
sink olyan aramkdort, ami a fiiggvényt megvaldsitja, azaz a
bemenet és kimenet kozott akkor és csak akkor folyik aram,
ha a fiiggvény értéke igaz. Az aramkort jellemzé graf kopst-
rukci6jat példaul a kovetkezé moédon irhatjuk !e. A f,'u_gg-
vényt elallitjuk d. n. f. alakban. A d. n. f-t mlmmallzgljuk
az el6z6 fejezetben megismert modszerekkel. Ezutan a
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m. d. n. f. minden elemi konjunkcidjanak megfeleltetiink egy
bemenettdl kimenetig vezetd ,,sorba kapcsolt” utat, az egyes
¢lekre a konkjunkcios tagokat irjuk ra. Végiil az elemi kon-
junkcidknak megfelel5 utakat ,,parhuzamosan” kotjiik be a
bemenet és kimenet kozé.

Gyakorlo feladat

‘ 15. Tervezziik meg a kovetkez6 fiiggvenyeket realizalé aramkorok graf-
jat:

a) (x;vx,)—(x3A 7Ix;y):

b) x,®x,®x;.

Megoldas :

Az a) formulat el6szor normalformava alakitjuk:
Xy VX)) Vg A TIxg) = TIx T Vg TIxg.

Itt is hasznaltuk azt a roviditést, hogy a konjunkcio jelét nem irtuk ki. Esz-
revehetd, hogy a kapott formulabol —1x,-et még kiemelhetjiik :

Tx (71X, v x35).

A megfelel6 aramkor grafjat az 57. abra mutatja.

Wy
xy

X3 57. abra

A b) formulat is eldszor alakitsuk at d. n. f-va. Kovessiik most azt a
modszert, hogy kozvetleniil a miivelet definiciojat felhasznalva irjuk fel a
t. d. n. f.-t! Tudjuk, hogy az x,®x,@®x; formula értéke akkor és csak ak-
kor igaz, ha vagy mindharom valtozo értéke igaz, vagy pontosan egy valto-
z6 értéke igaz. Ennek alapjan:

X;@X, X3 = X X5X3V 71X X5X5 V

VX, TIXX3 VXX, 11X,
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A kapott formulat egyszerisitsiik:
X X,X3V TIX (XX VX TIX, X3 VX X, Xy =
= X,X3 VX X3 VX X, = X (X, VX35)VX,5X5

Az aramkor grafjat az 58. abran vazoltuk.

S8. abra

Az eddigi feladatokban egy fuggvényta 71, A, v miivele-
tekkel fejeztiink ki, és ugy vazoltuk fel a fiiggvényt megvalo-
sitd aramkor grafjat, hogy a kapcsolokat parhuzamosan
vagy sorosan kapcsoltuk. A parhuzamos—soros sémak, rovi-
den n-sémdk fogalmat a kovetkezOképpen definialhatjuk.
Egy éIbdl, azaz kapcsolobol allo elemi séma n-séma. m-sémat
kapunk, ha véges sok m-sémat parhuzamosan vagy sorosan
kapcsolunk. Konnyen végiggondolhato, hogy az 56¢ abran
lathato hidkapcsolas nem m-séma.

A formulak minimalizalasa mellett gyakorlati szempont-
bol is jelentds kérdés az, hogy egy adott igazsagfiiggvényt
hany kapcsolobol, érintkezébdl allo aramkorrel lehet meg-
valositani. Egy adott igazsagfiiggvényhez tartozé sémarol
akkor mondjuk, hogy minimalis, ha ez a séma az ugyanezt
az igazsagfuggvényt eléallito sémak koziil a legkevesebb ¢él-
bél all.

Gyakorlo feladatok

16. Igazoljuk, hogy az 56¢ abran lathatd hidaramkor minimalis séma!
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Meyoldas:

A 14. gyakorlo feladatban lattuk, hogy az aramkor miikodését az
S (X 10 X0, X350 X4 X5) = X1X4 VX X3X5 VXXV XpX3X,y

figgvény irja le. Megmutatjuk, hogy ez a fiiggvény mindegyik valtozéjatél
lényegesen fiigg. Az abra segitségével a kovetkezOk konnyen lathatok:

fli b h i h)y =i+ f(h h h i h)=h:
fhich h i) =i+ f(h h h h,i)= h:
flihihi)y=i+ f(i,h h hi)=h
fli b h i h) =i+ f(i. h h h k)= h:
f(hich h i) =i+ f(h i h h k)= h.

A kapott eredmény azt mutatja, hogy barmelyik valtozot elhagyva, a
fliggvény megvaltozik. Mivel az aramkorben mindegyik valtozo pontosan
egyszer szerepel, egyik sem hagyhato el, tehat a séma minimalis.

17. Az

Sx g0 x50 X3) = xx,%5 v TIx, TIx, TIxg
fliggvényhez készitsiink el egy minimalis sémat, ami a fiiggvényt megvalo-
sitja!

Megoldds :

A fliggvényt elballito d. n. f.-rél kozvetleniil leolvashaté az 59. abran
lathato séma. Megmutatjuk, hogy ez a séma minimalis! Tegyiik fel, hogy
egy haromvaltozos fiiggvényt realizalo sémaban x, csak negalatlanul for-
dul elé. Ekkor nyilvan

S x50 x3) Z f(h x5, X35)

teljesiil (hiszen x, zarasaval nem szakadhat meg az aramkor). Hasonloan,
ha 7x, szerepel csak a sémaban, akkor

%50 %5) < [ (R x50 x3)
kell. hogy igaz legyen. Az altalunk vizsgalt esetben
Sl hh) < f(h h, h)
tehat kell, hogy az f-et realizalé sémaban T1x, alljon. Ugyanakkor

fli. i i) > f(h i i),

X2
xg X3
) Xy
Xy 59. abra

tehat x, is kell, hogy szerepeljen. A valtozokban a fliggvény szimmetrikus,
tehat mindharom valtozo és a negaltja is benne kell, hogy legyen egy f-et
realizalo sémaban. Az 59. abran lathat6é sémaban mindegyik valtozoé és a
negaltja pontosan egyszer fordul el8, tehat a séma minimalis.

Azt a kérdést fogjuk vizsgalni, hogy adott n-valtozds f
igazsagfuggvényhez mennyire bonyolult séma tartozik, ami
ezt megvalositja. Jelolje L(f) az f-et megvaldsitd minimalis
séma éleinek szamat. Hasonloan L.(f) jelolje az f-et megva-
16sitd6 minimalis 7-séma éleinek szamat. Mivel a n-sémak az
Osszes sémanak egy részhalmazat képezik, nyilvan igaz,
hogy

L(f)SLAS).

C. Shannon vezette be a kovetkez6 fogalmat: jeloljiikk F-fel
az n-valtozos igazsagfiiggvények halmazat:

L(n) = max L(f):
Lo(n) = max L,(f).

A kovetkez6 néhany feladatban az L(n) fiiggvényt vizsgal-
juk. L(n) a definicié szerint azt a minimalis szamot jelenti,
amelyre igaz, hogy minden n-valtozos igazsagfiiggvény leg-
feliebb L(n) szamu élt tartalmazo sémaval realizalhato.

Gyakorlé feladatok

18. A fiiggvények t. d.n.f. és t. k. n. f. el6allitasanak felhasznalasaval
adjunk fels6 becslést L(n) értékére!
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Megoldads:

Az n-valtozés fiiggvény f t. d. n. f. alakjaban legfeljebb 2" diszjunkcios
tag van, ezek mindegyike n szamu betlit tartalmaz. Tehat ez az alak a szo-
kasos modon legfeljebb n-2" é1bdl allo sémaval megvalésithaté. A fiigg-
vény t. k. n. f.-ja legfeljebb 2" konjunkcids tagot tartalmaz, egy tagban n
darab betli van, tehat ez az alak is legfeljebb n-2" élbél all6 sémaval meg-
valosithatd. A két normalformaroél azonban tudjuk, hogy dualisai egymas-
nak. )

Ez azt jelenti, hogy a két normalforma tagjainak egyiittes szama éppen
2" igy a rovidebbik legfeljebb 2"~ ! tagot tartalmaz, tehat ha ezt valasztjuk
a fliggvény megvalositasahoz, akkor azt kapjuk, hogy

Ln) £ n- 21

19. Adjunk az el6z6 feladat eredményénél jobb becslést L(n)-re a kovet-
kezd gondolat felhasznalasaval. Egy n-valtozos f fiiggvényt eldallitha-
tunk az

SO xy) =gy X, )X, V(s X, ) TIX,

alakban, ahol g, és g, alkalmas, (n— 1)-valtozos fiiggvények.

Megoldads:

Az eléallitast a kovetkezé modon hasznalhatjuk fel egy f-et megvalosi-
t0 séma készitésére. Tegyiik fel, hogy ¢,-et és g,-t mar realizalni tudjuk egy
S, és S, sémaval. Ekkor f-re a 60. abran lathato eldallitast kapjuk.

60. abra

A séma éleinek szamat feliilrol becsiiljiik. Tegyiik fel, hogy S, és S, élei-
nek szama egy ¢,_, konstansnil nem nagyobb; ekkor

¢, S 20, +2.

Mivel ¢, =1 nyilvan igaz, ebbdl L(n)-re a becslés ismételt alkalmazasaval a
kovetkez6t kapjuk:
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Lin) 2" 14 2n v p2n 24 2242 =
=422 -2 =322

Az L(n) fiiggvény még jobb, felsé becslésének eldallitasara
néhany tovabbi segédeszkozre van sziikségiink. E16szor mar
régrél ismert eszkoziinket, a t. d. n. f.-t fogalmazzuk meg egy
mas alakban. Vezessiik be a kovetkezd jelolést: x'=x és
x"= T1x. Egy n-valtozos f fliggvényt a kovetkezd alakban is
eléallithatunk:

flxp, o ox)= NV flog . oo)xi.xmm
1, ..., On)

(o

ahol a diszjunkciét az dsszes (04, .. ., 6,,) i, h értékekbdl keépe-
zett rendezett n-esekre kell elvégezni. Vilagos, hogy csak
azok a diszjunkcios tagok maradnak meg, amelyekre
f(o,,...,0,) =i, és igy az f fiiggvény t.d.n.f alakjahoz
jutunk.

Gyakorlo feladat

20. Igazoljuk, hogy egy tetsz8leges, n-valtozos fliggvény eldallithaté az
elsé k (k £n) valtozoja szerinti d. n. f. alakjaban:
S0 X Xy o0 Xp) =
= VA A (RO T A A

(1. ... OK)

ahol a diszjunkciot az osszes i, h értékekbdl képezett (o, ..., g,) rendezett
k-asra kell elvégezni!

Megoldas :
Elég megmutatni, hogy a két oldal értéke tetszdleges (o, -- - a,) i, h, ér-
tékekbol képzett rendezett n-esre egyenld. Rogzitsiik el8szor a oy, 4. ... 0,

értékeket. Ekkor a két oldal egyenlésége egyszertien kovetkezik a t. d. n. f.
el6zdleg felirt alakjabol.
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A most kapott eléallitast olyan séma konstrukcidjahoz
hasznaljuk fel, amellyel az eddigieknél jobb becslést kapunk
L(n)-re. Az eddig vizsgalt sémak helyett altalanosabb tipusut
is hasznalunk majd segédeszkozként. Egy olyan sémahoz,
amelynek egy bemenete és k szamu kimenete van, k darab
igazsagfiiggvényt rendelhetiink hozza, amit a séma realizal.
Minden egyes fiiggvény akkor és csak akkor igaz, ha a beme-
net és a megfelel® kimenet k6zott aram folyik. Sziikségiink
lesz olyan sémara, amely az 6sszes, 2" kiilonb6z6 n-valtozods
elemi konjunkciot megvalositja. Egy ilyen sémat univerzdlis
(1, 2")-polusnak fogunk nevezni.

Gyakorlé feladat

21. Konstrualjunk - lehet8leg gazdasagosan - univerzalis (1, 2")-polust,
és szamoljuk Ossze az igy kapott séma éleinek szamat!

Megoldas :

Az Otletet a konstrukciohoz a kovetkezd induktiv gondolat adja.
n=1-re a 61a abra sémaja megfeleld.

Az n=2 esetre ezt a sémat ugy egészitjiik ki, hogy mindkét kimenetéhez
még egy-egy ugyanilyen tipusu sémat kapcsolunk az x, valtozé szamara
(61b abra.). Vilagos, hogy az igy kapott (1, 4)-polus univerzalis, hiszen leol-
vashato. hogy éppen az x,x,, x; 71x,, 71x,x,, 7Ix, Tx, elemi konjunkcio-

—DXI

a)

61. abra

kat realizalja. Az eljarast igy folytatva, n-lépés utan a 62. abran vazolt
(1, 2M-polust kapjuk, amely nyilvan univerzalis.
Szamoljuk Ossze még az éleket:

24224234 42n =211

X3 . . .
62. abra n

Most a 20. feladatban megadott eldallitas és az univerzél}s
(1, 24-polus felhasznalasaval gazdasagos sémat ,k'ops}rua-
lunk egy n-valtozds igazsagfiiggvény megvalos1ta,sal'102.
Rogzitsiink — egyeldre tetszdlegesen - egy 1 §k§n.<’arteket
(ezt a kés6bbiekben majd Ggy vélasztju}c meg, bqu jo l?ecs-
lést kapjunk L(n)-re). Allitsuk el6 a reallzz}l.m kivant p-valto—
z6s f fiiggvényt az utolsd n—k valtozoja szerinti d.n.f.
alakjaban:

Ly o Xpy Xpg 15 -0 Xp) =
Ok + 1 a

= \V4 F X1 o0 Xo Okt 15 - > T Xt X0

(Ok+1, ..., On)

ahol (044 1, .- - 0,) az Osszes lehetséges i, h értékekbdl alko-
tott (n—k)-as értéket felveszi. Az f(xy, .- Xk Gy 15 -+ Tn)
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fiiggvényekrdl csak annyit tudunk, hogy ezek k-valtozos
igazsagfiiggvények. Az osszes 22° darab k-valtozos fiiggvény
koziil barmelyik el6fordulhat ezek kozott, hiszen f-rél sem-
mit sem kotottiink ki.

Az xpx'!. . .x7" elemi konjunkciok kozott pedig az Osszes
2"~k darab n— k-valtozos elemi konjunkci6 szerepel. Az f
fliggvényt megvalosito S, sémat a 63. abran vazolt alakban
készitjiik el.

—— ——
— ——
S . S,
—> S — 63. abra

Az S, univerzalis (1, 2"~*)-polus, az S, pedig olyan (2%, 1)-
polus, amelynek 22“ bemenete, | kimenete van, és alkalmas
arra, hogy megfeleld bemenet és a kimenet kozott barmelyik
k-valtozos igazsagfiiggvényt realizalja. Az S, séma minden
egyes kimenetét azonositjuk az S, megfeleld6 bemenetével.
Az S -nek azt a kimenetét, amely az x7%"'...x2" elemi kon-
junkciot realizalja, az S,-nek azzal a bemenetével azonosit-
juk, amely a megfeleld f(xi,..., X, 0411, ..., 0,) k-valtozds
fiiggvényt valositja meg (eléfordul, hogy tobb kimenetet is
ugyanazzal a bemenettel azonositunk, és bizonyos bemene-
tek kimaradnak).

Gyakorlo feladatok

22. 1gazoljuk, hogy az el6z6 konstrukcioval kapott S, séma az f fiigg-
vényt realizalja!
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Megoldads :

Az univerzalis (1, 2" *)-p6lus két kimenete koz6tt — konstrukcidjanal
fogva — soha nem folyhat aram, hiszen barmely, a két kimenetet 0sszek 6t6
ut mentén van olyan valtozd, amelynek a negaltja is szerepel ugyanezen az
uton.

Az S, sémat ugy épitjiik fel, hogy a 19. gyakorlo feladatban megismert
modszerrel mindegyik k-valtozos fiiggvényhez elkészitjiik a megfelelé sé-
mat, majd az igy kapott sémak kimeneteit azonositjuk. Ekkor a leirt konst-
rukcié biztositja, hogy az S séma bemenete és kimenete kozott akkor és
csak akkor folyik aram, ha f értéke igaz.

23. Az S séma éleinek Osszeszamolasaval adjunk felsé becslést L(n)-re!

Megoldds:

Becsiiljiik feliilrdl kiilon S, és kiilon S, éleinek szamat! A 21. gyakorld
feladat alapjan az S, univerzalis (1, 2"~ ¥) pélus éleinek szama

okl < 2. 2n 7k
A'19. gyakorl6 feladat eredménye és az S, konstrukcidja szerint S,-ben az
¢lek szamat feliilrél igy becsiilhetjiik:
22932k —2) < 22 4. 2k7 1 = 2. 2k 02
A két becslés alapjan L(n)-re a kovetkezé felsé becslést adhatjuk:
Lin) £2-277% 422422

ahol 1 £kZn.

Lathato, hogy az L(n) becslésének értéke k-tol fiigg. Azt
kell elérni, hogy k értékét ,,jol” valasszuk meg, nagy n-ekre
minél jobb legyen a becslés. A feladatok soran fogjuk igazol-
ni, hogy tetszdleges ¢>0 szamhoz van olyan N, ¢-tol fiiggd
szam, hogy ha n> N, akkor

n

L < (o)
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Masrészt igazolhato, hogy minden n>1 egész szamra

z < L(n).
n
Ezeket az eredményeket elészor C. Shannon igazolta.

O. B. Lupanov megmutatta, hogy az L(n) szamsorozat

ugyanugy viselkedik, mint a " sorozat, azaz pontosabban

. L(n)
=
Jm

n
Hasonlo modszerekkel igazolhatd, hogy
e Lidn)
1
we 2"

Inn

=1.

Feladatok

15. Tervezziink az
f(xq, X2, X3) = X1 X5 © T1X3X;3

fiiggvényhez olyan &ramkort, amely megvaldsitia a fugg-
vényt!
16. Tervezziink az

F(X 1y X2s e er Xp) = X1 X000 %,V TIX ) T1Xg -2 71X,
fuggvényhez kétféleképpen is minimalis sémét! , )
17. Igazoljuk, hogy az 56¢ abran lathatd hidaramkorrel

realizalhato fiiggvényhez nincs olyan n-séma, amely’ugyan-
ezt a fiiggvényt realizalja, és 6t, vagy annal kevesebb ¢éle van!
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18. A 23. gyakorl6 feladat eredményének felhasznalasaval
bizonyitsuk be az L(n)-re adott felsd becslés helyességét!
19. Igazoljuk, hogy az egyszer(i

L(n)=2n

becslés fennall!
20. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

Pxy, ..o %) = x,®x,®...®x,,
QuX1, - X)) = X,DX,®D... Dx,Di.

Konstrualjunk minimalis sémat

a) Py 0Q,:
b) P3’ Q3
megvalositasara!

21. Induktiv modszerrel készitsiink olyan sémakat, ame-
lyek a P, és Q, fiiggvényeket realizaljak!

22. Az ¢l6z6 feladat eredményének felhasznalasaval ad-
junk fels6 becslést L(P,) és L(Q,) értékére. Keressiink alsd
becsléseket is!

23. A feladat megfogalmazasa el6tt néhany fogalmat veze-
tiink be. Két n-jegy, kettes szamrendszerben felirt szam 6sz-
szege legfeljebb n+ 1 jegyli. Ennek megfeleléen n-jegyii szum-
mdtornak nevezziik az olyan (1, n+1)-polust, amelyben az
eleket az x,, ..., x,, yy, ..., y, valtozok vagy negaltjaik jelo-
lik, és az n+1 kimeneten sorra az x,x,_,...X, @ €s
YnYn-1---Y1@ Kettes szamrendszerbeli szamok osszegének
egyes jegyei valosulnak meg. A helyiértékek mindig jobbrol
balra nének. A sémat induktiv Gton, az dsszeadas szabalyai-
nak megfelelden lehet felépiteni. Jelolje s; az eredmény i-edik
jegyét, p; pedig az i-edik maradékot. Az s{x, y, p;) és
Pi+1(xs yi pi) nyilvan igazsagfiiggvényekként kezelhetdk
(x5 v pi» 5; értéke csak 0 vagy 1 lehet).

Hatarozzuk meg az s; és p;,, fuggvényeket!
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24, Készitsiink sémat n jegyli szummatorra!
25. Adjunk becslést a megkonstrualt séma elemei sza-
mara!

A IIL fejezetben kitiizott feladatok megoldasai

1. a) Az aramkor miikodését leiré formulat az abra
alapjan konnya felirni:

Txq V(g vV TIxR) A (X v TIXG)) v TIx VX,

b) Ebben az esetben is az abrarol tudjuk leolvasni a meg-
felel6 formulat:

(3 A2 A Qe v TIX) A TIx) V(X A X)) v
Vx5 A((x2 A TIx3) V(TIx A TIxg))] v
v [xa Ax3A (6 A TIx3) v TIxg)]
c¢) Itt is konnyt az abrardl leolvasni a megfeleld formulat:
(1 VX VX3 VXG)A (X VX, VXG)A(Xg VX3).

2. a) Fejezziik ki el6szor az adott formulat normalformu-
laban:

(T1x1 v xa) A (TIxy v X3).

A kapott formulanak megfeleld aramkort mar konnyt fel-
rajzolni (64. abra).

g o

X2 *3 } 64. abra
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b) A formulat el3szor az ismert azonossagok felhasznala-
saval atalakitjuk:

(Txy VX)) A (X VX)) v TIxg vy =
= (X1 A TIx) V(X A TIX3)V TIXg VX =
= TIx;V X3 VX3 V(X3 A TIX3) =0

A formula azonosan igaz, tehat az ,,aramkor” egyetlen, meg-
szakito nélkiili vezetébol all.
c¢) A formulat itt is at kell alakitanunk agy, hogy a 71 jel
csak valtozo el6tt szerepeljen:
Xy V(TIxp AX3) V(TIXa AXg) vV TIX3 V TIXg.

A kapott formulanak megfelelé aramkort mar konnyu felva-
zolni (65. 4bra).

x1

'IX3

g

s 8
X2 X~ ___| 65. abra

3.a) A 2. a) feladat megoldasaban a formulat atalakitot-
tuk. Ez az atalakitas mutatja, hogy a keresett aramkornek
harom bemenete lesz (haromvaltozés formula), és mivel 6t
miveleti jel van a formulaban, 6t aramkori egységbdl épiil
fel az aramkor (66. abra). )

b) A 2.b) megoldasakor lattuk, hogy a formula azonosan
igaz, tehat az ,aramkor” itt is egy vezetdbdl allhat.

¢) Ebben az esetben is az a célunk, hogy a lehet6 legkeve-
sebb egységbdl allo6 aramkort konstrualjuk meg. Az egysé-
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& 66. abra

gek szamat itt a formulaban szerepld miiveleti jelek szama
mutatja. Ebbdl a szempontbol a 2. ¢) feladat megoldasa so-
ran alkalmazott atalakitassal kapott formula nem a ,leg-
jobb”. A formula eredeti alakja most elénydsebb, kiilonosen
akkor, ha 4 bemenetii VAGY-kapu alkalmazasat is meg-
engedjiik. A megfelelé aramkort ezek alapjan 7 egységbdl
épithetjiik fel (67. abra).

H_‘
e E ﬂ 67. abra

4. a) Annak feltételét, hogy az f kimeneten megjelenjen
fesziiltség, egy négyvaltozos fiiggvény adja meg. A figgvényt
az abra elemzése alapjan konny(i felirni:
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(x40 X3, X3, x4) = (71X, AX3)V(TIX3 AXg)V
v (X3 A Xy).

b) Ebben az esetben egy Otvaltozos fiiggvénnyel jellemez-
hetjiikk az aramkort:

g(x 1, X2, X3, Xg, X5) = X1 A ((x; AXAX3)V
V(xg AXS)A((TIX2 A X3) v TI(x4 A X5)):

5. A szavakban megadott feltételt irjuk fel elészor logikai
formula alakjaban:

(X1 A Xy A TIx3) V(X A TIXp AX3)V(TIXG A Xy A XS).

A kapott formulanak megfeleld aramkort mar konny( meg-
szerkeszteni (68. és 69. abra).

X, X2 e 7)(3 ~
X; X, ~ x3 ~
i X2~ X3 ~ 68. abra

N Frrdn
Al ir=0m
ol

%3 69. abra
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6. Jeloljiik 0-val a kapcsolo alaphelyzetét, és 1-gyel az el-
lt?nkezc'S helyzetet. Ezzel 6sszhangban 0 jelolje azt, hogy a
lampa vilagit, és 1, hogy nem. Ha x,, x,, x5 jeloli rendre a
kapcsolokat, akkor azt az f(x, x,, x;) fiiggvényt, amely a
kivant feltételeket fogalmazza meg, értéktablazattal adhat-
Jjuk meg legkonnyebben:

Xy | Xa | x| flxp, xa x3)
0 0 0 0
0 0 | 1
0 1 0 1
1 0 0 1
0 1 | 0
| 0 | 0
1 l 0 0
1 1 l 1

A tablazatrol leolvashatd, hogy az f fiiggvény valdban
eleget tesz a kivant feltételnek. A megfelelé logikai formulat
> 0-t h-nak, 1-et i-nek valasztva — az értéktablazatbol igy ir-
hatjuk fel:

(xy AXy AX3)V(TIX] A TIX, AXs) Y
V(TIx g AXy A TIXG) V(X A TTIx A TIXG).

A formula alapjan az aramkort példaul a kovetkezéképpen
tervezhetjilk meg: (70. bra)

X Xz ~ Xz ~
g “xo x3 ~
X Xy ~ 'Ixz S~
U S Ve 70. abra
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7. A 12. gyakorl6 feladatban megismert modszerrel oldjuk
meg a feladatot. Az f haromvaltozos fiiggvény t. d. n. f.-jat
ismerjiik, ennek alapjan a kovetkezd egyenletrendszert ir-
hatjuk fel:

AOv AV AV AYS v A v A3V AT9S =i,
A%V AV ALV AV AYS v ASS v AD9% = h,
A%V ALV AV ALV AT v AR v AD38 = h,
A%v ALy ALV A v AVev ASY v ADS) = h,
AL v AV AGV ALV AT v A v 4198 = |,
AlvAlvAlvAlS v AT v AS v ALY =,
Alv ALV AV ALV AT SV AV ALS =,
AlvAlvAaivalivAallvAalivAal =i
A masodik, harmadik és negyedik egyenletbdl a diszjunkcio

tulajdonsagat felhasznalva (hamis diszjunkcié minden tagja
hamis) a kovetkez6t kapjuk:

AY = A3 = Ay = AT = AV = A8
= A3 = A% = A% = A3 = 4

1

2
— 11 _ 4011 _
- A23 - A123 =h.

_ A00
= Ap2

10 _
23—’4

Ay =

G
Il

1
3
0
1

A kapott értékeket az egyenletrendszerbe helyettesitjiik €s
felhasznaljuk, hogy a hamis diszjunkcios tag elhagyhato:

A A =

AtV AN Al A AL
AlvAlS v AT v ALY =i,

AjV AL VASY ALY =,

AlvAllvAL VALY =0
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A kapott egyenletrendszert most Ggy célszeri megoldani,
hogy a lehetd legkevesebb szamu és legkisebb rangu elemi
konjunkci6 egyiitthatoja legyen i. Az els6 két egyenletbdl:

00 __ 1 __
Ay3=A,=1

a tobbi diszjunkcio is igaz, tehat a tovabbi egyiitthatokat
h-nak valaszthatjuk. Ezzel az f fliggvény kovetkezd, mini-
malis d. n. f.-jahoz jutottunk:

Sxys x50 X3) = X v 71, TG,

8. Az adott f fliggvény négyvaltozos, és a t. d. n. f.-jat is-
merjiik. Ennek alapjan konnyt felirni az egyes csoportokat:

hhhh,
hhhi, hhih, hihh,  ikhh,
hhii, hiih, ihhi,
hiii,  ihii,

iiii.

A szomszédos csoportokbeli elemek dsszehasonlitasa és a
megfeleld kiemelések elvégzése utan a kovetkezd, harmad-
rangu csoportokat kapjuk:

hhh-, hh-h, h-hh. -hhh,
hh-i, -hhi, hhi-, h-ih, hi-h, ihh-,
h-ii, -hii, hii-, ih-i,

A kapott csoportokban ismét csak a szomszédosokat Osz-
szehasonlitva, masodrangu konjunkciokhoz jutunk:

hh--, -hh-, h--h,
-h-i,  h-i-,
- -ii.
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Ez utan mar a Quine-moddszer alkalmazasakor megismert
tablazatot egyszer(i Osszeallitani. A tablazatnak 6 sora és 11
oszlopa lesz (3. tablazat).

3. tablazat

hhhh hhhi hhih hihh ihhh hhii hiih ihhi hiii ihii i

hh + o+ o+ +
-hh-  + + + +
hh  + + + +
h-i + + +
h-i- + + +
i + + + +

A tablazat 4., 5. és 11. oszlopaban csak egy jel van, ez azt
jelenti, hogy a megfeleld sorokban allé diszjunkcids tagok-
nak feltétleniil szerepelniiik kell a m. d. n. f.-ban. Azt is vegig
kell nézni, hogy ezek a tagok melyik oszlopot ,fedik le”. Ek-
kor azt tapasztaljuk, hogy ezek az elemi konjunkciok egytitt
az Osszes oszlopot lefedik. A m. d. n. f. tehat a kovetkezd
alaku:

f(xla x27 x3’ x4) = jxl _|X4 4 —IxZ —|X3 vx3x4‘

9. A feltétel szerint az f fiiggvényt a 6 formula allitja eld:
flxg, .. x,) =0.

Azt kell igazolnunk, hogy tetszdleges i, h értékekbdl képezett
n-esre :

f(xq, .0 x,)=0Vvap.
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Valasszuk el6szor az i, h értékek (a4, ..., o,) rendszerét ugy,
hogy f(ay, ..., a,) = i teljesiiljon. Ekkor

i=iv off
nyilvan teljesiil, tehat ebben az esetben az allitas igaz. Va-
lasszunk most ugy egy (8., ..., B,) n-est, hogy

f(ﬁl""’ﬂn)z h

alljon fenn. Ekkor azt kell igazolni, hogy aff=h is teljesiil.
A feltételbdl tudjuk, hogy a d t. d. n. f. igy irhat6 fel:

0=ryvox;vpx;

Mivel d=h, igy az af;=h és p 1;= h egyenlOségek is igazak.
Ez csak akkor allhat fenn egyszerre, ha a=h és ff=h koziil
valamelyik igaz, tehat

af=h.

10. A fiiggvény adott d. n. f.-jat az el6z6 feladatnak megfe-
lelden alakitsuk at! El6szor keressiik ki a megfeleld ox,,
B x; parokat. Ezek a kovetkezdk :

TIxg TIX,, XX 1X3; 11X T1X,, T1X(Xp 1X3;
TIX3X3, XXy 1X35 T1X3X3, 1X;X, 1X3;
xlejX3, —|x1X2—|X3.

Az el6z6 tétel alkalmazasaval kapott d. n. f.-t a megfeleld
egyszerUsitések alkalmazasa utan igy irhatjuk fel:

Sy, X, x3) = T1x X v TIxg TIxg v TIXX v
V X,y jx&
Az m. d. n. f.-t ebb6l a Quine-modszerrel kaphatjuk :

f(xl, X2, x3) = TIX; T1X3 V T1X5X3 VX, T1X;.
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11. Az azonossagok igazolasahoz a definiciokat hasznal-
juk fel:

a) sx,...,x)= TWxA...AX)= TIx €8
wy(X, ..., x)= T(xVv...vx) = TIx.

b) s,x, .‘.., x, 1x)= 1(xA Ix)= TTh=1i,
WX, .. X, TIX) = Tl(x Vv TIx) = i = h.

Erdemes észrevenni, hogy ha az s, vagy w, fiiggvény n (>1)
valtozoja koziil néhany, de legalabb egy helyett x-et, a tobbi,
de szintén legalabb egy helyett T1x-et irunk, akkor ugyan-
csak i, ill. h értéket kapunk.

c) Az s,re vonatkozé azonossag a definicio alapjan iga-
zolhat6. Csak azt kell felhasznalni, hogy az igaz konjunkcios
tag elhagyhato:

Su(X1s oo Xpp by ooy 1) = WX A AXATALLAD) =

= x A AX) = S(X gy X))

Hasonld modon igazolhato a w,-re vonatkozo azonossag is:
WXy oo Xpp By h) =
= Tx;V...vx;Vhv...vh) =
= x; V... vx) = wlxy, .. X))
12. Induljunk ki a 7f fiiggvény t. d. n. f. alakban torténd
elballitasabol:
V(X enX,) =
=F,VvF,v...vFy

Itt az F;, (1<1<k) diszjunkcios tagok elemi konjunkciok.
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A De Morgan-azonossag alapjan
fxg-nx,)= WF, VF,v...VF,) =
= Fianizl"‘lFik

(a w, fliggvény definicidjat hasznaltuk itt fel). Még az F, ele-
mi konjunkciokat kell a | fiiggvénnyel kifejezni. Egy elemi
konjunkcio a kovetkezé alaku:

—_ a1 A2 3
Fi = x{'x%%.. x5,

ahol ha o;=0, akkor 7Ix;, a,= esetén pedig x; all. Ismét a

De Morgan-szabaly felhasznalasaval F,-et a kovetkezd
alakban irhatjuk fel:

Fio=(x)'v Ix3veo v I =
= T L

A 11. feladat eredményeit felhasznalva, most mar f-et a w,
fliggvény (az n-valtozos | fuggvény) segitségével konnyen
kifejezhetjiik. '

Erdemes észrevenni, hogy hasonlé modszerrel —a t. k. n. f.
felhasznalasaval — tetszéleges n-valtozos fiiggvényt egyediil
az s, segitségével is ki lehet fejezni!

13. Alkalmazzuk a 12. feladatban leirt modszert. Adjuk
meg elészor Tf-et értéktablazattal:

X1 X2 | X3 S f
i i i h i
i i h i h
i h i h i
i h h i h
h i i i h
h i h h i
h h i i h
h h h i h
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Az értéktablazatbol kiolvashatjuk 71f t. d. n. f.-jat:
T (X1, Xas X3) = X1X2X3 VX; 1X,X3V TIX X, 71X,

Az f figgvény tehat elemi konjunkciokbol a haromvaltozos
| mivelettel igy.irhat6 fel:

S, X2, X3) = xXX3 X1 T1X5X5] TIx X5 71X

Az elemi konjunkciokat a wy-mal kifejezve a kovetkezd
alakhoz jutunk:

x40 X2, x3) = (Txg | T, | Txs) [(TIxg x| T1x5)|

[0y ] x50 x3):

Még a 1 miveleteket kell a 11. a) feladat alkalmazasaval
kifejezni:

x40 X2, x3) = (0 Lxg L) [xa [x2 1x5)]
103 Lxes Loea)) (0cy Lxy Lx ) 1xa L0 [x3 [ x3))]
10y 102 1x2 1) [ x3).

14. A | mivelettel felépiild formula minimalizalasakor
megallapodunk abban, hogy egyrészt az a célunk, hogy mi-
nél kevesebb miivelet, masrészt minél kevesebb valtozds mii-
veletek forduljanak el6. A 7 egyvaltozos | miveletnek te-
kinthetd, tehat ennek alkalmazasat is megengedjiik.

A haromvaltozos fiiggvényt most az Gsszes, legfeljebb ha-
romtagu | mivelettel felépiilS kifejezést felhasznalva a | mi-
velettel, hatarozatlan egyiitthatokkal allitjuk elé. Ebbél az
eléallitasbol, f definicidja alapjan 8 egyenlethez jutunk. Az
egyenletek megoldasakor arra toreksziink, hogy minél keve-
sebb tagot tartalmazé kifejezések egyiitthatoit valasszuk i-
nek. Az eljaras kozben azt kell szem el6tt tartani, hogy egy |
mivelettel felépiil6 kifejezés értéke akkor és csak akkor i, ha
minden tagja h.
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Az el6z6 feladatban adott fiiggvényre irjuk fel a 8 egyenle-

tet:
ATlA3| A3 ATS|ATS| ASS1ATSS = h,

Ar Az | AT AT AT AS3 L AYSS = i,
A} LA A3 AT |ATSALSLATSS = h,
AL LA A3 AT | AT | AS3 LAY SS = i

AT1A3 | A3 A131A1S1ASS 1A}
ATAS|AS|ALS|ALT3LAS3 A}
AT A2 A3 413|415 A231 A
AT A3 A5 AT 4131 A3 1A

Az i értéki egyenlGségek minden tagja csak h lehet. Ebbél a
kovetkezoket kapjuk:

AL = A} = A3 = AN — A%} = A3} = YD) =
= A3 = A% = A3 = A%} = A3 = A}
— A1 = A% = A1 = A} — A3
— Allg = Al = Al = h

A megmarado harom egyenletet igy egyszerisithetjiik (a ha-
mis tag elhagyhato):

23
00
23
01
23 = h,
10
23
11
23

Il

AY314125 = h,
A4S = h,
4125 =

Ezeket az egyenleteket kielégitd, legjobb megoldas:
Ai%3=i,  AfS=i,  AS=A08=h
Az f fliiggvény keresett eléallitasa tehat a kovetkezé:
JOxps Xa, x3) = (xp | x5 {x3) {(T1x, | T1x3).
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15. Alakitsuk at a formulat ugy, hogy csak A, v és 7 sze-
repeljen, 71 jel is csak valtozojel el6tt:

XX TIXoX3 = (XX T1X,X3) (TIXX3 20X, X5) =

(T1x; v TIx, v TIX,X3) (X, V TIX3 VX X,) =
= 71X X5V TIX; T 1X3V TIX, TIXy =
= T1x;(x3 v TIx3) v TIx; TIx;.

A megfelel6 aramkor vazlatat a 71. abran rajzoltuk meg.

) ] 71. abra

16. Az adott fiiggvénynek megfeleld aramkor sémajat az
eldallitas alapjan rajzolhatjuk fel (72. abra). Igazolni kell
még, hogy a megadott séma minimalis. Ehhez elég megmu-
tatni, hogy minden olyan sémaban, amely az f fiiggvényt
realizalja, x, és T1x; jelli élnek is kell szerepelnie (1 <i<n).-

.....

s 72. abra

Tegyiik fel, hogy egy f-et realizald sémaban csak x; fordul
elé. Ekkor nyilvan
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Sqs o Xim g X gy X,) S
S (X oo X g by Xig s -0 Xp)

teljesiil minden (xq, ..., X;— 1, Xis1s - o Xp) (n—l)—esr’e. A mi
esetiinkben viszont a csupa h-bol allo (n—1)-esre éppen a
forditott egyenldség igaz:

fhyoshy. . h)y=i> f(h ... h i h .. h)=h.

Ebbdl adodik, hogy egy f-et realizald sémaban T1x; jeld €l-
nek is kell lennie. Hasonloan lathatd, hogy x; jelt €l is van
minden, f-et realizalé sémaban. Mivel a 72. abran megraj-
zolt sémaban minden x; és T1x; pontosan egyszer szerepel, a
séma minimalis.

Az f-et definialo formulat atalakithatjuk a kovetkezo mo-
don:

Flxrs e X,) = (xy vV IX3) (x5 v TIx3). .
"'(xn—l N jxn)(xnv _]xl)'

Ebbdl az alakbdl a 73. abran lathatd sémat kapjuk. A séma-
1ol az el6z6 modszer szerint igazolhato, hogy szintén mini-
malis. Ez a példa azt mutatja, hogy egy adott fiiggvényhez
tartoz6 minimalis séma nem egyértelmi.

X1 X2 . Xn-1 Xn
% X te W, w:x, 73. abra

17. A 14. gyakorlo feladatban lattuk, hogy az aramkor a
h(X 1, X3, X3, X4y X5) = X1X4 V X1X3X5V X5X5 V X5X3Xg

fiiggvényt valositja meg. A fliiggvény mind az ét.véltoz"(')jétc')l
lényegesen fligg, igy nyilvan csak legalabb ot érm.tkez.ot tar-
talmazé n-sémaval lehet megvaldsitani. Azt akarjuk igazol-
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ni, hogy nincs olyan 6t érintkez6t tartalmazo n-séma, amely
a fliggvényt megvalositja.

Indirekt uton bizonyitjuk az allitast. Tegyuik fel, hogy van
olyan, 6t érintkezGt tartalmazo n-séma, amely a h fiiggvényt
megvalositja. Megmutatjuk, hogy ez a feltevés ellentmon-
dasra vezet.

Az el6z6 feladat megoldasaban alkalmazott gondolatme-
nettel lathato, hogy a feltételezett séma minden valtozot a
negaciojel nélkiil tartalmazza. A n-sémanak megfeleld for-
mulat tehat a valtozokbol csak konjunkci6 és diszjunkcio
miivelettel irhatjuk fel. Tegyiik fel, hogy az utolsé 1épésben a
diszjunkcié miveletét alkalmaztuk, tehat h a kovetkezd
alakban allithat6 el:

h(x, X5, X3, X4, X5) = h, vV h,.

Itt a hy és h, formulakban nincs kozos valtozo. Tegyiik fel,
hogy h,-ben szerepel x . Legyen x, és x, értéke h; ekkor az
ismert eldallitasbol

h(xl’ h’ X3, h, x5) = XIX3x5,
tehat

X1X3Xs = hy Vh,.

Ez csak ugy lehetséges, hogy h, =h, mert ellenkezé esetben
h,-nek is fiiggnie kellene x;-tol. Azt kaptuk tehat, hogy h,

fligg az x,, x3, x5 valtozoktdl. Hasonld okoskodassal az
x; =xs=h helyettesitéssel azt kapnank, hogy h, az x, és x,
valtozoktol is fiigg, tehat h,-ben mind az 6t valtozo szerepel,
ami lehetetlen.

Hasonl6 ellentmondasra jutnank, ha h-rél azt tennénk fel,
hogy

h=h1h2

alakban allithato eld.
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18. A 23. gyakorl6 feladatban azt az eredményt kaptuk,
hogy tetszéleges n=1-re és 1 <k <n mellett

Ln) £2-2n%42.2%.22"
Azt akarjuk megmutatni, hogy tetszdleges ¢ >0 szamhoz van
- olyan N, hogy ha n> N, akkor

n

L) < (4+2)

Ehhez az eredményhez eljuthatunk, ha megmutatjuk, hogy a
k értékének alkalmas megvalasztasaval az allitas igaz.

Valasszuk k értékét ugy, hogy kielégitse a kovetkezd
egyenlGtlenséget:

log,n—o—1<k < log,n—a,

ahol a>0, rogzitett szam. Ebbdl 2%-ra a kovetkezd becslést
kapjuk:
n n

Az L(n) fels6 becsléseként kapott kifejezésben szerepld elsd
tagot ennek alapjan igy becsiilhetjiik:
n 2”
2.0k =2. i— <4 2"‘

A becslés masodik tagjat a kovetkezé modon tudjuk feliil-
16l becsiilni még (27*=f jeloléssel):
2.2%.22 < 2Bn(2°)".
Ezek alapjan

L(n) 5 n*
y < 42428 gy
n

160

2

Mivel 1—-f > 0, hm (2:1 B)

= 0, tehat n> N-re
L(n)
2"

n

<4+e

19. A 40. feladatban lattuk, hogy van olyan n-valtozoés
fiiggveny, amelyhez tartozo6 minimalis séma 2n €lt tartalmaz.
Ebbdl kovetkezik, hogy

L(n)=2n.

20. a) A P, és Q, definicigjat felhasznalva irjuk fel mind-
két fiiggvényt alkalmas alakban, Ggy, hogy kozvetleniil leol-
vashatod legyen a megfelel6 séma konstrukcioja:

P,(xq, X5) = X; 71X, Vv 71X X5,
Q,(xy, X,) = x,X, Vv 7Ix; 71X,

A megfeleld sémak a 74. és a 75. abran lathatok. A Q, séma-
jarol mar a 16. feladatban lattuk, hogy minimalis. P,-érél
hasonlé moédszerrel igazolhat6 ugyanez a tulajdonsag.

Xy 7»\'2 Xy X
Wy Wy ) X
74. abra 75. abra

b) A séma konstrukciojahoz a P, és Q, definicioja alapjan
szintén irjuk fel célszerd alakban a formulakat:

P5(x, X5, X3) = X X3X%3 VX, 71X, T1X3V T1X,X, T1X3 V

vV TIxg T1X,X5,
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Q3(x1, X3, X3) = XX, 1X3 VX, T1X,X3 V 71X XX5 V
Vv OTIX TIX, TS,
A formulak alapjan kozvetleniil egy-egy 12-12 élbél fel-
¢épiil6 sémat konstrualhatnank a fiiggvények megvaldsitasa-
ra. Ezek m-sémak volnanak. El6nydsebb azonban az élek

szamat vizsgalva a kovetkezd, nem n-sémak konstrukcidja
(76. abra és 77. abra).

X

) 76. abra

X2

i A b

% 77. abra

Mindkettd 8 éIbdl all. Atgondolhatd, hogy ezek minimalis
sémak is.

21. El6szor azt érdemes észrevenni, hogy P, értéke akkor
és csak akkor i, ha paratlan szamu x; értéke i, Q, értéke pe-
dig akkor és csak akkor i, ha paros szamu x; értéke i.

Az el6z6 feladatban P és Q5 szamara megkonstrualt sé-
makbol kiindulva szerkeszthetiink P, és Q, szamara megfe-
lelé sémat. A sémakat a 78. és a 79. abrakon rajzoltuk meg.

Amennyiben P,_,, ill. Q,_, megvaldsitasara alkalmas sé-
ma mar rendelkezésiinkre all, ezekb6l P,-nek megfeleld sé-
ma (80. abra), ill. Q,-nek megfelel séma (81. abra) mar kony-
nyen szerkeszthetd.
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L

A

78. abra

79. abra

80. abra

81. abra
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22. A 21. feladatban konstrualt sémak éleit 6sszeszamolva,
a kovetkezo felsé becsléseket kapjuk:

L(P,) < 4(n—1),

L(Q,) < 4(n—1).
Alsé becsléseket arra a gondolatra alapozva kaphatunk,
hogy P, és Q, koziil egyik sem monoton egyik valtozojaban
sem, tehat mindketté sémajaban minden valtozonak és a ne-
galtjanak megfeleld €l is kell, hogy szerepeljen. Ebbdl kovet-
kezik, hogy

2n< L(P,),

2n< L(Q,).

23. A kettes szamrendszerbeli Gsszeadas szabalyai alapjan
irhatjuk fel a definiciokat:

$iXs Vo Pi) = X, @y ®p;,  (i<n)
Sn+1 = P+ 1o
py =h,
Pis1 (X Yoo P)) = Xy VXipi v yipi  (iSh).

24. Az n jegyld szummator sémajat induktiv modszerrel
tudjuk konnyen megszerkeszteni. Az el6z6 feladatban ka-
pott Osszefiiggéseket hasznaljuk fel ehhez.

Minden 1 <i<n értékre megadunk egy 2 (1, i+2) polust,
amelynek bemenete, ill. kimenetei sorra az s,,..., s;_q, S
Pi+1» 1Pi+, fuggvényeknek felelnek meg (82. abra).

A X (1, 3) polust a kovetkezé egyenldségek alapjan tervez-
hetjiikk meg (83. abra):

P>2=X1)1 TIpy = IXy Vv Ty,
S; = X, @y
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> P
=S

— S

S|

" Wj.; 82. abra

P2

Y
S

p, 83. abra

Vi Wi 84. abra

Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all mar a 2, (1, i+ 1)-
polus, amelynek kimenetei az sy, s,, ..., S;_1, P, _1p; fliggvé-
nyeket valositjak meg. Ehhez a 84. abran lathaté modon le-
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het ,,hozzaépiteni” sziikséges éleket, hogy a Z; pélushoz jus-
sunk. (Ennek kimenetei az s,, ..., S;_y, Si, Pi+1>» 1P;i+, fUgE-
vényeket hasznaljak.)

25. A 24. feladatban konstrualt séma éleinek szamat kell
Osszeszamolni. X';-ben 6 ¢l van, minden 1épés 14-gyel noveli
az €lek szamat. Az utolsé lépésben azonban T1p,. ; jeld ki-
menetre nincs sziikség, igy ekkor csak 10 0j ¢l 1ép be. Igy 6sz-
szesen 14n—2)+6+10 = 14n— 12 éle van az igy konstrualt
n jegyd szummatornak.
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IV. KOVETKEZTETESI SZABALYOK,
AXIOMATIZALAS

1. A kiovetkezményfogalom

A logikanak. igy a matematikai logikanak is egyik lé-
nyeges célja a helyes kovetkeztetések feltarasa. Az I. fejezet-
ben mar talalkoztunk olyan eszk6zokkel, amelyekkel bizo-
nyos tipusu kovetkeztetésekrél konnyen el tudtuk donteni,
hogy helyesek. Most a logikai miiveletek, igazsagfiiggvények
eszkozeinek felhasznalasaval tovabbi helyes kovetkeztetési
tipusokat kutatunk fel.

Elemezziik példaként az alabbi két kovetkeztetést:
Elsé kévetkeztetés: C

Ha egy szam 2-vel és 3-mal oszthato, akkor oszthat6 6-tal.

Ez a szam 2-vel oszthatd, de nem oszthatd 6-tal.

Tehdt ez a szam nem oszthatd 3-mal.

Masodik kovetkeztetés:

Ha egy négyszog atloi egyenldk és felezik egymast, akkor

a négyszog paralelogramma.

Ennek a négyszognek az atloi egyenléek, de nem para-

lelogramma. ,

Tehdt ennek a négyszognek az atloi nem felezik egymast.

Mindkét kovetkeztetést helyesnek tartjuk, bar a két ko-
vetkeztetésben szerepld kijelentések, allitasok tartalma egé-
szen mas. Ennek ellenére ugy érezziik, hogy azonos szerkeze-
ti kovetkeztetésekrél van szo. Keressiik meg a kovetkezteté-
sek k6z0s szerkezetét!

Ha a kovetkeztetésekben a k6z0s szerkezetre utald koto-
szavakat, logikai kapcsoloszavakat megtartjuk, és a kiilon-
boz6 tartalmu kijelentéseket egy-egy betiivel jeloljiik, akkor
a kovetkezd szerkezethez jutunk:
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Ha A és B, akkor C.

A és nem C

Tehdt nem B.

A ko0z0s szerkezetet most mar konnyen megfogalmazhat-
juk a logika eszkozeivel. Irjuk fel a két premisszdt (a feltétele-
ket), és a konkluziot (a kovetkezményt) formulak alakjaban!

(AAB) - C, AnC

1B

amit az I. fejezetnek megfeleléen a tovabbiakban igy irunk:
(AAB)—>C, AACEB.

A kapott sémat kovetkeztetési szabdlynak is nevezhetjik.

A kovetkeztetési szabalyt helyesnek tekintjiik, mert
amennyiben a premisszak igazak, a konkluzio is igaz. Ezt
konnyen igazolhatjuk is. Ha |4 A 71C| = i, akkor |A| =
|C| = h. Ha a masik premissza is igaz, azaz

(AAB)—C| =i,

akkor csak | B| = h teljesiilhet, tehat a konklazio, | 1B| =

Egy kovetkeztetési szabaly helyességét altalaban a kovet-
kez6képpen fogalmazhatjuk meg. Jeloljenek ¢, @,, ..., @, és
¢ tetszOleges olyan formulakat, amelyek az 4,, A,, ..., A,
valtozokbdéla 71, A v, - és « logikai miiveletekkel épiil-
nek fel. A

PP - P E Q@

kovetkeztetési szabdlyrol (sémarol) akkor mondjuk, hogy he-
Iyes, haaz Ay, ..., A, vdltozok minden olyan értékére, amelyre
P, - @, premisszdk értéke i, a @ konkluzio értéke is i.
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Gyakorlo feladatok

1. irjuk fel az alabbi kvetkeztetés szerkezetét, és igazoljuk, hogy a ka-
pott kovetkeztetési szabaly helyes!

Ha egy egyenesnek nincs k6zos pontja egy sikkal, akkor az egyenes par-
huzamos a sikkal.

Ha egy egyenesnek két kiilonboz8 kozos pontja van egy sikkal, akkor
az egyenes illeszkedik a sikra.

Ez az egyenes nem parhuzamos a sikkal. és nem is illeszkedik ra.

Tehat :
ennek az egyenesnek van kozos pontja a sikkal, de nincs két kiilonb6z6
kozos pontja vele.

Megoldas:

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

A az egyenesnek nincs kozos pontja a sikkal;

B az egyenes parhuzamos a sikkal;

C az egyenesnek két kiilonb6z8 k6zos pontja van a sikkal:

D az egyenes illeszkedik a sikra.
A bevezetett jelolések felhasznalasaval a kovetkezé modon irhatjuk le a
kovetkeztetés szerkezetét:

A—-B, C-D, TBATDE T14AC.

Igazoljuk, hogy a kapott kovetkeztetési szabaly helyes. Valasszuk meg
az A, B, C. D valtozdk értékét ugy, hogy a premisszak igazak legyenek.
Ekkor

| IBA TID| =i miatt |B| =h és |D| = h.

Az elsé két premissza is i, ezért | A| = |C| = h lehet csak. Ekkor azonban a
konkluzid, | T4 A T1C| = i. A valtozdék minden olyan értékére, amelyre a
premisszak logikai értéke igaz, a konkluzio logikai értéke is igaz, tehat a
kovetkeztetési szabaly helyes.

2. ..Ha Jones nem talalkozott akkor éjjel Smithszel, akkor vagy Smith
volt a gyilkos, vagy Jones hazudik. Ha nem Smith volt a gyilkos, akkor
Jones nem talalkozott akkor éjjel Smithszel és a gyilkossag éjfél utan tor-
tént. Ha a gyilkossag éjfél utan tortént, akkor vagy Smith volt a gyilkos,
vagy Jones hazudik. Kovetkezésképpen Smith volt a gyilkos.”

Irjuk fel a kovetkeztetés szerkezetét kifejezd formulakat, és dontsiik el
ennek felhasznalasaval, hogy helyes-e ez a kovetkeztetés!
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Megoldas :

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
P Jones talalkozott akkor éjjel Smithszel;
Q Smith volt a gyilkos;
R Jones hazudik :
S a gyilkossag éjfél utan tortént.

A jelolések felhasznalasaval a kovetkezoképpen irhatjuk fel a szerkezetet:
AP > (QVR). Q- (TPAS). S—=(QVR)=0Q.

A kapott kdvetkeztetési szabaly akkor volna helyes, ha a P, Q. R. S val-
tozok minden olyan értékére. amelyre a harom premissza igaz. a Q konklu-
710 is igaz. Megmutatjuk. hogy ez a kdvetkeztetési szabaly nem helyes. Fh-
hez elég megmutatni. hogy lehet ugy értéket adni a P. Q. R. S valtozoknak.
hogy a premisszak igazak. a konkluzio hamis legyen.

Valasszuk a |Q| = h,|P| = h.|S| = i.|R| = i értékeket. Ekkor a miive-
letek definicioit felhasznalva konnyen kiszamithatjuk a premisszak értékeét.
Azt talaljuk, hogy mindegyik premissza igaz, de a konkluzié hamis. igy a
kovetkeztetés helytelen, a kovetkeztetés feltételeibdl nem kovetkezik a
konkl1azié.

Erdemes 6sszegytijteni a gyakran hasznalt kdvetkeztetési
szabalyokat.

a) A, A—-> B= B (modus ponens, levalasztasi sza-
baly);

b) 74— 7B, Bk A (indirekt bizonyitas);

¢)A->B= T1B—> 1A (kontrapozicid);

' d)A—-B, B—->CkEA-C (hipotetikus szillo-

gizmus);

e) 1A—-B, TA-> T1B=A (reducti6 ad ab-
surdum).

E kovetkeztetési szabalyok helyességét is bizonyitjuk.

a) A premisszak az implikacio definicidja alapjan akkor igazak, ha
|A| = | B|] = i. Ekkor pedig nyilvan a konklazié is igaz.

b) Ebben az esetben is csak az implikacio és a negaci6 definicidjat kell
alkalmaznunk. |B| = i és | A| = i esetben igaz csak mindkét premissza. de
ekkor a konkluzié is igaz, tehat a kovetkeztetési szabaly helyes.
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¢) A kovetkeztetési szabaly helyességének bizonyitasahoz igazoljuk a
kovetkezdt: amennyiben a konkluzié hamis, akkor a premissza is hamis.
Ebbél nyilvan kdvetkezik, hogy ha a premissza igaz, akkor a konklizié is
csak igaz lehet. A konkluzi6 csak akkor hamis, ha |B| = h és |A| = i, eb-
ben az esetben viszont a premissza is hamis.

Erdemes megjegyezni, hogy ez a kovetkeztetési szabaly megforditha-

to: a
B> 1A=A4-B
kovetkeztetési szabaly is helyes.

d ) Ennek a szabalynak az igazolasahoz is azt az utat érdemes valaszta-
ni.amit a ¢ ) esetben kovettiink. A konkluzio csak akkor hamis, ha [ 4| = i
és |C| = h. Azt kell megmutatnunk. hogy ebben az esetben legalabb az
egyik premissza hamis. Ha | B| = i. akkor a B — C premissza értéke /. ha
pedig | B| = h. akkor az 4 — B premissza ¢rtéke hamis. Ezzel igazoltuk.
hogy a kovetkeztetési szabaly helyes.

¢) lsmét tegyiik fel. hogy a konkluzio értéke hamis, azaz |A| = h és mu-
tassuk meg, hogy ebben az esetben legalabb az egyik premissza is hamis.
Ha |B| = i, akkora 714 — 71B premissza értéke h, ha pedig | B| = h, ak-
kor a 714 — B premissza hamis. A kovetkeztetési szabaly tehat helyes.

Lathato, hogy egy kovetkeztetési szabaly helyességének ellendrzése neé-
ha pillanatnyi 6tletekkel konnyen megy, de csupan a definicio felhasznala-
saval gyakran elég hosszadalmas, sok eset vizsgalatat jelenti.

Mar a logikai miveletek tulajdonsagainak vizsgalatakor
lattuk, hogy az azonosan igaz formulak osztalyanak fontos
szerepe van az azonossagok vizsgalatakor. Most megmutat-
juk, hogy egy kivetkeztetési szabaly helyességének vizsgala-
ta is visszavezethetd arra a kérdésre, hogy egy formula azo-

nosan igaz-e vagy nem.
A

@1 P Py = (Y
kovetkeztetési szabdly akkor és csak akkor helyes, ha a

(@LAPIA APy > @
formula azonosan igaz (tautoldgia).

171



Tegyiik fel, hogy a kovetkeztetés helyes és mutassuk meg, hogy a felirt
formula a benne szerepld valtozok minden értékére igaz, roviden tautolo-

gia.

A formula implikacié, tehat csak akkor lehetne hamis az értéke, ha az
eldtag igaz, az utdtag pedig hamis. Az implikacio elGtagja, a ¢, A... A @,
konjunkcid csak akkor igaz, ha minden tagja igaz, azaz a kovetkeztetési
szabaly minden premisszaja igaz. Ekkor viszont — mivel a feltétel szerint a
kovetkeztetési szabaly helyes - a konkluzio, ¢ is igaz, tehat az implikacio
nem lehet hamis.

A megforditas igazolasahoz tegyiik fel, hogy a formula azonosan igaz,
azaz az implikacio a valtozok minden értékére igaz. Ez azt jelenti, hogy ha
a valtozoknak olyan értéket adunk, hogy a ¢, ¢,, ..., ¢, formulak mind-
egyike igaz, azaz az implikacid el6tagja igaz, akkor az utdtag, ¢ is igaz.
A definicié alapjan tehat a kovetkeztetési szabaly helyes.

A most igazolt tétel alapjan is lathato, hogy a matematikai
logika kijelentésekkel foglalkozo fejezetének a kijelentéslogi-
kanak (mas néven itéletkalkulusnak) egyik kozponti kérdése
annak eldontése, hogy egy formula azonosan igaz-e — mas
szoval tautologia-e — vagy nem. Tobb olyan, jol gépesithetd,
algoritmizalhato eljaras is van, amelynek alapjan tetszleges
formularol eldonthetjiik, hogy tautologia-e, vagy sem. Igy el-
készitjiik a formula értéktablazatat, t. d. n. f.-ra hozzuk a
formulat. Mindkeét esetben egy n valtozot tartalmazoé formu-
lara alkalmazva az eljarast, kb. 2" ,miveletet” kell elvégez-
niink (logikai értéket meghataroznunk, diszjunkcios tagot
felirnunk). Nem ismert, hogy van-e ennek a problémanak
»gazdasagosabb” megoldasa, példaul olyan eljaras, amely
koriilbeliil n* (k rogzitett egész szam) lépésben ad valaszt a
kérdésre tetszbleges formula esetében. ‘

A helyes kovetkeztetési szabalyok nagyon sokfélek lehet-
nek. Eppen ezért érdekes az a tény, hogy bizonyos értelem-
ben egyetlen kovetkeztetési szabalyra redukalhatjuk, vissza-

vezethetjiik az Gsszes kovetkeztetési szabalyt. Ez az alapvetd”

kovetkeztetési szabaly a mar ismert levdlasztdsi szabdly. Ezt
fogjuk megmutatni a kovetkezé gyakorlatokban.
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Gyakorlo feladatok

3. Igazoljuk a II. fejezet 4. ¢ ) gyakorlataban bizonyitott azonossag alta-
lanositasat, az un. exportacios azonossagot:

A ANA,AN...NA)>B=A4, - (A, —»...(A, - B)...).
1 2 n 1 2 n

Megoldas :

A legrovidebben ugy érhetiink célhoz, hogy a I1. fejezet 4. ¢ ) azonossa-
got alkalmazzuk n-szer egymas utan:

(A, AAyAN...ANA,_AA,)—B=
=(A,Adyn . AA, ) > (4, - B) =
=(A,rAyn..) > (4, - (4,2 B)=...=
=4, =>4, = (4, = (4, ~ B))...)

4. Igazoljuk, hogy ha a

Prs P P =@

kovetkeztetési szabaly helyes és megengedjiik tovabbi, azonosan igaz pre-
missza felvételét, akkor a kovetkeztetési szabaly potolhatd a levalasztasi
szabaly n-szeres alkalmazasaval.

Megoldads :

Mivel a kovetkeztetési szabaly helyes, ezért a
@ r@snnp) =9
formula azonosan igaz (tautoloégia). Ezt a formulat az el6z6 gyakorlat sze-
rint igy alakithatjuk at:
@, = (p; = (0, = @)-..).

Ez a formula tehat azonosan igaz. Vegyiik hozza ezt a premisszakhoz, és
alkalmazzuk n-szer egymas utan a levalasztasi szabalyt (az egyszeriség
kedvéért most a = jel helyett alahtzast hasznalunk):



N I I (P N (R B
P @ 03 = (0, > @).)

Pw Pu > @
®

Feladatok

1. Allapitsuk meg a felsorolt kévetkeztetésel’( szerkezetét
és igazoljuk, hogy helyes kovetkeztetési szabalyokat kap-
tunk: . ,

a) Ha a=0 vagy b=0, akkor a-b =0; a-b*0, tehat
a%0 és b+0. ,

b) Ha a+0 és b+0, akkor a-b # 0; a-b = 0, tehat a=0
vagy b=0. ’ .

c) Az a és b egyenesek vagy parhuzamosak, vagy metszik
egymast, vagy kitérdek; az a és b egyenesek egy sikban van-
nak és nem parhuzamosak; ha az a és b egyenesek egy sik-
ban vannak, akkor nem kitérdek ; tehat az a és b egyenesek

metszik egymast. - ’
2. Dontsiik el, hogy a felsorolt kovetkeztetési szabalyok

helyesek-¢e:
a) AvB, BE T4;
b) PvQvR, TIPATIQE=ER;
c) P-Q, R-S, T1Q0ASEPAR;
d) (AAB)—>CE=(AAC)— T1B.
3. Igazoljuk, hogy ha a

@y Py -ees P = @
kovetkeztetés helyes és a @4, @5, ..., ¢,, ¢ formulak az A,,
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A, ..., Ay valtozokat tartalmazzak, akkor helyes kovetkez-
tetési szabalyhoz jutunk, ha az 4, 4,, ..., 4, valtozok helyé-
re tetsz8leges oy, o, ..., o, formulakat helyettesitiink !

4. Elemezziik a kovetkez6 bizonyitasok ,,szerkezetét” ugy,
hogy kikeressiik azokat a kovetkeztetéseket, amelyeket eddi-
gi eszkozeinkkel vizsgalni tudunk. Irjuk fel a megfeleld ko-
vetkeztetési szabalyokat és igazoljuk is, hogy azok helyes
kovetkeztetési szabalyok !

a) Végtelen sok primszam van. Tegyiik fel, hogy nem igaz
az allitas, azaz csak véges sok primszam van, legyenek ezek :
Po> P1s -+ - Pn Képezziik az

N = popy----po+1

szamot. Az N szamnak is van primszam osztdja, vagy mar
maga primszam. Az N nem oszthaté a p,, py, ..., P, Primsza-
mok egyikével sem, mert mindegyikkel osztva 1 maradékot
ad. Igy tehat van olyan primszam, ami nem azonos a Po,
P1» -+ P, Primszamok egyikével sem. Ezzel ellentmondasra
jutottunk, a feltétel nem lehet igaz, tehat végtelen sok prim-
szam van.

h) Igazoljuk, hogy ha a sikban egy egyenes két parhuza-
mos egyenes koziil metszi az egyiket, akkor metszi a masi-
kat is.

Tegyiik fel, hogy nem igaz az allits, azaz van olyan egye-
nes, amely két parhuzamos koziil az egyiket metszi, de a ma-
sikat nem. Ekkor azonban volna olyan pont a sikban, ame-
lyen at egy adott egyenessel két parhuzamost is huzhatunk,
de ez nem lehet, mert ellentmond a parhuzamossagi axioma-
nak.

¢) Bizonyitsuk be, hogy ha g olyan természetes szam,
amelynek a 2 és az 5 nem osztoja, akkor van olyan csupa
9-es szamjegyet tartalmazé tizes szamrendszerbeli szam,
amely oszthat6 g-val.

Vegylik 9-t6] kezdve az Gsszes olyan természetes szamot,
amely csak 9-es szamjegyet tartalmaz egészen a g darab 9-es-
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sel felirhato szamig; ez 6sszesen g darab szam. Azt allitjuk,
hogy ezek k6zott van g-val oszthatd. Tegyiik fel az allitassal
ellentétben, hogy nincs g-val oszthaté koztiik. Ekkor bizto-
san van koztiik 2 olyan, amelyik g-val osztva azonos mara-
dékot ad (hiszen csak az 1, 2, ..., g— 1 szamok johetnek sz6-
ba maradékként). E kettd kiilonbsége oszthatd g-val, és fel-
irhato egy csupa 9-es szamjegyet tartalmazo szam és 10 egy
hatvanyanak szorzataként. Mivel g-nak és 10-nek nincs ko-
z0s 0sztOja, ez csak ugy lehet, ha g osztdja annak a tényezd-
nek, ami csupa 9-es szamjegyet tartalmaz (ennek legfeljebb
q—1 jegye van, tehat eredetileg szerepelt a felirt szamok ko-
zott). Ezzel az allitast igazoltuk.

2. A kijelentéslogika axiomatizalasa

Lattuk, hogy az azonosan igaz formulak, mas szdval
tautologiak a kijelentéskalkulus fontos problemamak meg-
oldasaban Jatszanak lényeges szerepet. Erdekes és fontos
tény, hogy véges sok ,tipusu” formulat ,axiomaként” va-
lasztva, ezekbdl meghatarozott ,levezetési szabaly” segitsé-
gével az Osszes tautologiat eld tudjuk allitani. Ezt fogjuk vé-
giggondolni a most kovetkezd gyakorlatokban és feladatok-
ban.

Az elébb vazolt program végrehajtasahoz mindenekelGtt
a formula fogalmat kell egészen pontosan megmondanunk.
Ezt Ggy tehetjiik meg, hogy megadunk egy jelhalmazt, ennek
a halmaznak az elemeibdl alkotott véges jelsorozatok kozott
lesznek a formulak. A jelhalmazt a formulaképzési szaba-
lyokkal és a levezetésre vonatkozd formalis szabalyokkal
egylitt nyelvnek szoktak nevezni. Ezt a szemléletmddot, ami-
kor pusztan formai eszkozokkel — mint egy formalis rend-
szert — épitjiik fel a logikat, szokas szintaktikai modszernek
is nevezni. Természetesen formalis, szintaktikai eszk6zokkel
csak olyan rendszert érdemes vizsgalni, amelynek tartalmi
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szempontbdl is értelme van, és a vizsgalat (,félja is az, hogy a
rendszer tartalmi, szemantikai jelentését jobban feltarjuk.

A céljainknak megfeleld nyelv jelei a kovetkezok:
valtozojelek: xg, X1, vy Xpy -+ -3
logikai miveleti jelek: 7, —;
segédjelek: ().

A formulakat a kovetkez$ szabalyok szerint képezziik:

(I) minden valtozojel formula;

(I1) ha @ és y formulak, akkor (71¢) és (¢ —y) is formulak ;
(ITT) mas formula nincs.

Ennek alapjan példaul a kovetkezé jelsorozatok formu-
lak: xy, (TIx) (e = xz) (T(xy = (x2 = (x5 = xy)))),
(—I(_](xl d xz))).

Azonnal felmeriil a kérdés, hogy ha rendszeriinkben az
Osszes tautologiat el6 akarjuk allitani, akkor elég-e csak a 7
és — miuveleti jelek felvétele? Erre a valasz az, hogy igen,
mert { 71, —} teljes fiiggvényrendszer. Célszerli azonban de-
finialni az A, v és < miveleteket is a kovetkez6 modon:

ha ¢ és ¢ formulak, akkor
(@ v) legyen a ((T1¢) — ¥) formula roviditése;

(@ AY) legyen a ((T1¢) v (T1¥)) formula roviditése;
(p = ¥) legyen a ((¢ — ¥)A (Y — ¢)) formula roviditése.

A zarojelek pontos kitevésére eddig mindig tigyeltiink. Esz-
szer(i azonban megallapodni abban, hogy néhany kézenfek-
v esetben elhagyjuk a zarOJeleket Igy elhagyjuk a legkiilsé
zarojelet a formulakbol és a 71 jel alkalmazasa utan sem te-
szlink zardjelet.

Most megadjuk azokat a formulatipusokat, amelyeket
axiomaknak tekintiink. Ha ¢, Y és y tetszéleges formulak,
akkor a kovetkez6 formulak axiomak

(Al) @ =Y - o)
(A2) (@ =W =) - (e —-¥)—(e— )
(A3) (T = T10) = (T = @) > ).
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'Egyetlen levezetési szabdlyt hasznalunk, a levalasztasi sza-
balyt (,modus ponens, roviden MP.). Ez azt mondja ki, hogy
ha ¢ és y tetsz8leges formulak, akkor a

@ €s @ — Y formulakbol levezethets a
Y formula.

Levezetésnek neveziink minden olyan

?q, Dzy -y Py

formulasorozatot, amelynek minden eleme vagy axioma,
vagy a sorozatban el6z6leg mar szerepelt két formulabél a

levalasztasi szabaly szerint levezethetd. A levezetés a sorozat
utols6 elemének a levezetése.

Azt mondjuk, hogy a ¢ formula levezethetd, ha van leveze-

tésg:. Azt a tényt, hogy ¢ levezethetd formula, roviden igy je-
16ljiik : —e. '

Gyakorlé feladatok

5. Igazoljuk, hogy tetszOleges a formulara igaz a —x — o allitas.

Megoldds :

.’A'blzonyitést ugy végezziik, hogy megadjuk az o — « formula egy leve-
zetését. A levezetés egyes formulait egymas ala irjuk és a formula utan za-
ro!elben feltiintetjiik, hogy melyik axiomat hasznaltuk, ill. melyik, el8z6leg
mar szerepelt formulakbol kovetkezik a levalasztasi szabaly (MP.) alkal-
mazasaval.

%= ((x > a) »a) (AL);

(o = (o > @) > 2)) = (o > (2 > 2)) > (x> 2)) (A2
(@=(@—a)>(@—>a) (MP,1,2):

a-(e->a) (Al);

x—a (MP,3,4).

Bab il S e

6. Igazoljuk, hqu az(Al), és az (A2.), (A3.) axiomak tautologiak, azaz a
formulak a benniik szerepld valtozok minden logikai értékére igazak.
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Megoldas :

Az (Al.) axiomardl egyszerlien értéktablazat készitésével igazolhato,
hogy tautoldgia. Nyilvan elég a kovetkez6 formularol igazolni, hogy tauto-
logia:

xg = (x; = X,)

Ha x, értéke i, akkor az x, — x, implikacié értéke x,-tél fiiggetleniil i, de
akkor az egész formula értéke i. Ha x, értéke h. akkor — mivel hamis el6ta-
gu implikacio mindig igaz — az egész formuly ¢rtéke is i.

Az (A2.)axiomardl is akar hasonld modsserrel. akar példaut teljes disz-
junktiv normalformara hozassal igazolhato. hogy tautolégia, de kdzvetle-
niil a megfeleld

(xg = (x; = x3)) = ((xg = x1) = (xg = x3))

formula értéktablazatanak elkészitésével is igazolhato az allitas (1. II. feje-
zet, 1. ¢) feladat).

Az (A3.) axiomardl is az el6bb emlitett modszerek barmelyikével igazol-
haté az allitas (I. I11. fejezet reductio ad absurdum és az 5. gyakorlo
feladat).

7. Mutassuk meg, hogy ha a ¢ és ¢ — ¥ formulak tautologiak, akkor a
Y formula is tautologia.

Megoldas :

Haa ¢ ésa ¢ —  formulak a benniik szerepld valtozok minden értékeé-
re igazak, akkor az implikacio definicidja szerint a y formula értéke is a
benne szerepld valtozok minden értékére igaz.

8. Igazoljuk, hogy minden levezethetd formula tautoldgia!

Megoldads :

Tegyiik fel, hogy o levezethet6 formula. Ekkor van olyan
Apy Ay ooy Uy

levezetés, amelynek utols6 eleme: 2, =a. Megmutatjuk, hogy a sorozat
minden eleme tautologia. Teljes indukciot alkalmazunk. Az «, formula
csak axioma lehet, ezért a 6. gyakorlat szerint tautologia. Tegyiik fel, hogy
ha i<l (I>1), akkor mar tudjuk, hogy «; tautologia, azt kell megmutat-
nunk, hogy ebbdl kovetkezik 2, tautoldgia volta is. Ha «, axioma, akkor
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kész vagyunk. Ha «, nala kisebb indexl x-kbdl levalasztassal kovetkezik,
akkor az indukcios feltevés és a 7. gyakorlat szerint tautoldgia.

Igazoltuk tehat, hogy a sorozat minden eleme tautologia, tehat o, = is
tautologia.

Megmutattuk tehat, hogy axidmarendszeriinkben minden
levezethetd formula tautologia. Azt kell még megmutatni,
hogy ennek az allitasnak a megforditasa is igaz: minden tau-
tologia levezethetd az axiomarendszerben. Ennek igazolasa-
hoz tovabbi segédeszk 6zokre van sziikségiink.

Legyen I' formulaknak egy tetszéleges (véges vagy végte-
len) halmaza. Azt mondjuk, hogy az o formula levezetheti
I'-bol, roviden: I' — a, ha van olyan

Oy Kgy vnny Oy

formulasorozat, amelynek minden eleme vagy axioma, vagy
a formulahalmaz eleme, vagy a sorozatban el6z6leg mar sze-

.repelt formulakbdl a levalasztasi szaballyal keletkezik és
o, =a. A sorozat a egy levezetése I'-bol.

Gyakran fogunk hasznalni ilyen jelolést: I', « — f, ahe-
lyett, hogy I'U{a}— B; vagy o, oy, ..., o +— B, ahelyett,
hogy {ay, o5, ..., o} — . Ha I'— o és I'=0, akkor nyilvan
— o. Masrészt, ha +— a, akkor nyilvan tetszéleges I'-ra
I'—a.

A most bevezetett fogalomnak fontos tulajdonsagat fejezi
ki a kovetkezd, un. dedukciotétel :

ha I', a— B, akkor I' — o — f.

Tegylik fel, hogy I', 2 +— f3 és
BrBao- o B

egy levezetése f-nak I', x-bol. Ekkor természetesen f3, = f8. Teljes indukcio-
val megmutatjuk, hogy az

x> fra > By x> By

sorozat kiegészithetd gy, hogy a kapott uj sorozat barmely x — f8; alakt
formulaval végz6do szelete egy levezetés legyen I'-bol.
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Ha i=1, akkor azt kell megmutatnunk, hogy az x — f, formula elé al-
kalmas formulakat beiktatva olyan sorozatot kapunk, amely levezetés
I-bol.

A kovetkezd esetek lehetségesek :

(I) B, axioma; ekkor a kovetkezd formulakat kell elé iktatni:
B, (axidma),
By = (« — B,) (axiéma),

ebbdl a kettdbdl levalasztassal éppen « — f, adodik.
(I) B, a I eleme, ekkor az el6z6 esethez hasonl6an:

B, (I' eleme),
B, = (x—p,) (axiéma),

x - B, (az el6z0 kettébdl
levalasztassal adodik),

egy levezetés I'-bol.

(I11) B, azonos x-val, ekkor az x—x formularél mar tudjuk, hogy leve-
zethetd, igy I'-bol is levezethetd.

Tegyiik fel, hogy I> 1 és minden i </-re mar tudjuk, hogy a kiegészitett
sorozat x—f-vel végzddd szelete levezetés I'-bol. Igazolni kell, hogy az
x— P, végli szelet is kiegészithetd ugy, hogy levezetés legyen I'-bol.

A kovetkezd esetek lehetségesek:

(I) B, axiéoma,
(IT) B, eleme I'-nak,
(D) By=o.

Ezeket az eseteket mar megvizsgaltuk. Lattuk, hogy a sorozat kiegészit-
heté a kivant modon.

(IV) B, valamilyen i, j < I esetén f-bdl és f3; bol levalasztassal keletke-
zik. Ekkor példaul ;= ;- ;. Az indukcios felteves szerint a kiegészitett
sorozatnak aza—ff; = x—»(/f — ). ill. az x— f; formulakkal végzdd§ szele-
tei levezetések I'-bol. lktassuk most még be a sorozatba (példaul az x—f,
formula elé) az

(@=(B;= B~ ((x=B)~(x—=5))

formulat, ami axioma. Ekkor az el6z8 két formulabdl és a most beiktatott
axiomabol kétszeres levalasztassal éppen a— f, adodik, tehat ez is levezet-
het6 I'-bol. Ezzel az allitast igazoltuk.
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Gyakorlo feladatok

9. A dedukciotétel alkalmazasaval igazoljuk, hogy tetszdleges a, f, 7
formulakra

a—=f,  foyr—oa-p.

Megoldas :
Legyen a I formulahalmaz azonos az {a—f, -7} kételem(i halmazzal.
Ekkor a levalasztasi szabaly kétszeres alkalmazasaval vilagos, hogy
a—=f, By, o B,y

egy levezetés I', a-bol és igy I', a— 7, de akkor a dedukciotétel szerint
I''— a—y, és éppen ezt allitottuk.

10. Igazoljuk, hogy a—(f—7), f+— a—7.

Megoldas :

Itt megint vegyiik a kovetkez6 formulahalmazt:
{a=(B—7), B, a}.
Ha az
a=>(B—y), o B>y, B,y
sorozatot tekintjiik, akkor vilagos, hogy ez egy levezetés az €l6z6 formula-
halmazbdl (itt is kétszer alkalmaztuk a levalasztasi szabalyt), tehat a de-
dukciotétel szerint
a=(B—y), B a—y.

11. Igazoljuk, hogy a kovetkezd formulak levezethetSk tetszbleges , f, 3
formulak esetén:

a) T17]a-a;
b) a—-"7a;
¢) (- a)~(a=p);
d) (a=B)=(T1p-T9);
e) (x=p)=((T12-p)—p).
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Megoldds :

Az a) és b) rész egyiitt 1ényegében azt mutatja, hogy elfogadott axioma-
inkbol kovetkezik. hogy x és 711« ekvivalens.

a) L (x> "17020)-((1x- a)—a) (A3
II. 12— 71 (az 5. gyakorlo feladat);

1. (72— 71 12)—a (L. és 11. kovetkezménye a 10. gyakorlo fel-
adat szerint);

IV. 771 a—( 12— 11 712) (AL);
V. 71 1a—a (1. és IV. kovetkezménye a 9. gyakorlo feladat
szerint).
h) L (7171 12—> Ta)=(11 7 Ta—a)— 1 712) (A
II. 771 7a— 71« (a 11. a) gyakorlat szerint);
I (7171 a—a)— 1 a (L és 11, MP.);
IV. 2=(71 71 a—a) (AL);
V. 2— 711 (1. és 1V. kovetkezménye a 9. gyakorlat szerint).
A ¢ ) és.d ) rész egyiitt 1ényegében azt mutatja, hogy a kontrapozicié szaba-
lya (x—f és 71— T1x ekvivalens) axiomainkbol kovetkezik.

¢) Valasszuk I halmaznak a | 71— T2, 2} formulahalmazt. Megmu-
tatjuk, hogy ebbél levezethetd p. Ebbdl a dedukciotétel kétszeres alkalma-
zasaval kapjuk az allitast.
I. 71— T1a (feltétel);
1L (78— 22)>((1B—2)—f) (A3.);
HI (T B—2)—B (I & 11, MP.):
IV. a=(T1-2) (AL):
V. a—f (I11. és V. alapjan a 9. gyakorlat szerint);
VI. « (feltétel);
VIL B (V. é VI.. MP.).

d ) Itt azt fogjuk igazolni, hogy
a—-f— 1>
Ebbdl a dedukciodtétel szerint kovetkezik az allitas.

. x> (feltétel):
[I. 71 Ja—a (11. a) gyakorlat);
1. 7 12— (I. és 1. szerint, 9. gyakorlat alapjan);
IV. B— 171 (11. b) gyakorlat);
V. 1 J2— 1 71B (111 és 1V. szerint a 9. gyakorlat alapjan);
VI (71 72— T171B)~ (18- Ta) (11. ¢) gyakorlat);
VII. 71— 71 (V. és VI.. MP.).
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Az ¢) rész egyfajta indirekt bizonyitas jogossagat mutatja axidmarendsze-
riinkben. Itt a kovetkez6t igazoljuk:
a—-f, Ja-f— p.
Ebbdl a dedukciotétel kétszeri alkalmazasaval adodik az allitas.
. a—f (feltétel);
I (x—p)—(718— 12) (11. d ) gyakorlat);
L. 1> T (L és 11, MP.);
IV. 12— (feltétel):
V. (Ta=B)—=(1f— 1712) (11. d ) gyakorlat);
VI. 1> 112 (IV. és V., MP.); .
VIL (7= 1 712) (B~ T20)—B) (A3
VIIL (71— 12)—>f (V1. és VII., MP.);
[X. B (IIL. és VIII., MP.).

Térjiink vissza ahhoz a problémahoz, hogy axidémarend-
szeriink teljes-e abban az értelemben, hogy benne minden
tautologia levezethetd. A 12. gyakorlo feladatban megmutat-
Juk, hogy a valasz igenld. A teljesség bizonyitasa a kovetkezd
segédtételen alapul.

Legyen « tetszOleges formula és jelolje A, A,, ..., A, az «
formulaban eléfordulo valtozokat. Adjuk meg az A,, 4,, .. ..
A, valtozok egy értékelését, és vezessiik be a kovetkezo jelo-
lest: A legyen A, ha A; értéke igaz, és legyen 714, ha A, ér-
téke hamis. A valtozok adott értékére az o formula is egy
igazsagértéket vesz fel. Jelolje o' magat az a-t, ha ez az érték
igaz, és Tla-t, ha ez az érték hamis. Igaz a kovetkez6 allitas:

’ ’
Al Ay oy A — A

Ennek bizonyitasat majd a feladatokban végezziik el, de fel-
hasznaljuk a teljesség igazolasahoz.

Gyakorlo feladat
12. Az el6z6 allitas, valamint az eddig levezetett formulak felhasznala-

saval igazoljuk. hogy ha x tautologia, akkor — x! TA megoldasban hasz-
nalt médszer Kalmar Laszlotol szarmazik.)
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Megoldas :
Legyenek A,, A,. ..., A, az adott x formulaban eléforduld valtozok. Az
eléz6 segédtétel szerint az A, A,. ... A, valtozok tetszOleges értékére

A Ay A

hiszen x tautoldgia, igy mindig igaz.
Legyen el8szor A, értéke i, ekkor

(1) Ay Ay Ay Ag— 2

Most valasszuk A,. ... A, _, értékét ugyaniigy, mint az el6z08 esetben. csak
A, értéke legyen h. Ekkor

(2) Al Ay A — 2

adodik. (1)-bdl a dedukciotétel szerint

(3) Al A Ao

(2)-bdl hasonloan

@) A A — A

A 11. ¢) gyakorld feladat alapjan tudjuk, hogy
— (A, —%)—=(( 1A, —2)—2),

igy (3) és (4) alapjan a levalasztasi szabaly kétszeres alkalmazasaval azt
kapjuk, hogy

Al Ao —

Az el6z6 gondolatmenetet ezutan ujra alkalmazhatjuk A, _-re, A, _,-re. és
igy tovabb, végiil 4 -re és k lépés utan azt kapjuk. hogy

= A

Ezzel igazoltuk, hogy axiomarendszeriink teljes.

Feladatok

5. Igazoljuk, hogy tetszbleges a, f formulara teljesiilnek
a)+— Tla—(a—p) (.ex falso quodlibet” — hamisbol
barmi kovetkezik);
b) — a—(T1p— 1(x—p)).
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6. [gazoljuk a 12. gyakorlo feladat el6tt kimondott segéd-
tételt az o formulaban szerepld — és 7 jelek egyiittes szama-
ra vonatkozo teljes indukcioval (ez a szam jelzi a formula
»bonyolultsagat”)!

7. Mutassuk meg, hogy az axiémarendszer ellentmondas-
talan a kovetkez6 értelemben: nincs olyan « formula, amely-
re — o és — Tla is igaz!

8. Tegyiik fel, hogy az axiémarendszer megfogalmazasa-
hoz hasznalt valtozojelek most nem két, hanem harom érté-
ket vehetnek fel, jel6lje ezeket 0, 1, 2. A miiveleteket a kovet-
kezd értéktablazattal definialjuk:

A| 14

0 1
1 1
2 0

x
w
x
|

™

= O — O — O
NN —m— — OO
COoOMNOoONNOND

} Igazoljuk ennek felhasznalasaval, hogy az (Al.) axioma
fiiggetlen, azaz nem vezethetd le az (A2.), (A3.) axidmakbol a
levalasztasi szabaly felhasznalasaval!

3. Boole-algebrak
Az elsO részben megismertiik egy halmaz részhalma-
zainak azt a strukturajat, amelyet ezek a részhalmazok az U,
N és komplementerképzés miiveletére nézve alkotnak. Ezt a

strukturat halmazalgebranak nevezziik.
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A kijelentések, ill. logikai értékek és a rajtuk értelmezett
konjunkcio, diszjunkci6 és negacio miiveletek altal alkotott
struktiira ugyanolyan szerkezetlinek bizonyult, mint a hal-
mazalgebra.

Az algebraban igen jellemz6 fogalomalkotas, hogy ilyen
Jkonkrét” strukturak kozos tulajdonsagat, szerkezetét fogal-
mazzuk meg ,absztrakt” struktiraként. Ezt az ,,absztrakt”
struktirat természetesen axiomakkal adhatjuk meg, igy ja-
runk el most is.

Feltessziik, hogy a szoban forgo ,,absztrakt” strukturaban,
amit Boole-algebrdnak neveziink, értelmezve van egy egyval-

toz6s miivelet, amit igy jeloliink: 71 és komplementerkép-

zésnek neveziink, tovabba két kétvaltozos mivelet, ezek jele
U (unid) és N (metszet). (Kézenfekvd az analogia a halmazal-
gebrai miiveletekkel) Ezekrdl feltessziik, hogy kielégitik a
kovetkezd axiomakat (itt p, g, r az A alaphalmaz tetszéleges
elemeit jelolik):

(B1.) pug = qup;

)
(B3.) pulgur) = (pugq)ur;

- (B4.) pn(gnr) = (png)nr;
(BS.) pn(gur) = (png)u(pr);
(B6.) pulgnr) = (pug)n(por);
(B7) (png)vq = g;

(B8.) (pug)ng = g;
(B9.) (pn71p)ug = g:

(B10.) (puIp)ng = g.

Hangstlyozzuk, hogy itt az adott 4 halmaz elemeirdl nem
tessziik fel, hogy azok is halmazok és az U, N, 71 miiveletek-
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rél is csak annyit hasznalhatunk fel, amennyit a (B1.)—(B10.)
axiomak kimondanak. Az axiomarendszer elénye, hogy elég
sok axiomabol all, ezért kényelmes, elég egyszerlien adod-
nak bel6le a megfelelé eredmények. Ezzel szemben viszont
nem ,.gazdasagos”. Vannak benne olyan axiomak is, ame-
lyek a tobbibdl levezethetok. Még egy fontos elénye van en-
nek az axiomarendszernek. Barmelyik axiomaban felcserél-
ve az U jelet a N jellel és forditva, az igy kapott egyenl3ség
szintén szerepel az axiomak kozott. Két ilyen egyenlGséget
egymas dualisanak neveziink. Az axiomarendszer tehéat
olyan, hogy minden egyenlGséggel egyiitt a dualisa is axio-
ma. Ebbdl kovetkezik, hogy minden, az axiomakbol levezet-
hetd egyenldséggel egyiitt annak dualisa is levezethetd.

Igazoljuk el6szor, hogy tetszbleges p € A elemre
() pup=p ¢
2)  pop=p.
(A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, akkor a p, g, r stb.

betlk az 4 halmaz tetszbleges elemeit jelolhetik.)

Az els6 Osszefiiggeés igy adodik (zarojelbe irtuk. hogy melyik axiomat
hasznaltuk fel):

p=pulpng)= (Bl.)és (B7)
= (pup)n(pug) =  (B6.)
= (pn(pug)ulpn(pug)) =  (BS) és (B2)

pup.  (Bl) és (BS.)
. Természetesen a dualis egyenldségek felirasaval levezethe-

t6 a masik, pnp = p egyenlOség is. A két levezetett azonos-
sagot az idempotencia torvényeinek nevezik.
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Gyakorlo feladat
13. Igazoljuk, hogy a
POy =p
és a
pVq =4

azonossagok egyszerre teljesiilnek.

Megoldas:
Tegyiik fel, hogy png = p: ekkor a (B7.) axiomabol kovetkezik, hogy

pug = 4.

Megforditva, most azt tegyiik fel. hogy pug = ¢. Ekkor a (B8.) axioma-
ban p és g szerepét felcserélve és (B2.)-t is felhasznalva azt kapjuk. hogy

Py = p.

Ertelmezziik az A4 halmaz két tetszdleges p, g eleme kozott
a pcq (p része ¢g-nak) relaciot a kovetkezéképpen:

p<q akkor és csak akkor, ha png = p.

A 13. gyakorlo feladat szerint a definicio ekvivalens a kovet-
kezdvel:

p<gq akkor és csak akkor, ha pug = q.

Gyakorlé feladatok
14. Igazoljuk a < relacio kovetkezd tulajdonsagait:
a) pep:

bh) ha pcyq és qcp, akkor p=y:
¢) ha pcqg és gcr, akkor pcr.
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Megoldas:

a) A bizonyitott (2) azonossag (idempotencia) szerint

P<p.
b) Tegyiik fel, hogy pcgq és g<p. Ekkor
p=qup=puq = (adefinicio szerint)
= (pnq)ug =  (a definicid szerint)

=g¢. ((B7.) szerint).
¢) Tegyiik fel, hogy p=gq és gcr, ekkor

p=png = (adefinicid szerint)
= pn(gnr) =  (a definicio szerint)
= (png)nr =  ((B4.) szerint)

= pnr. (adefinici6 szerint)
Eredménylink azt jelenti, hogy pcr.

15. Igazoljuk, hogy tetszéleges p, g € A esetén
pATIp=¢gnTlq ¢és
pYTIp =quUlg.

Megoldas :

A (B7.) és (B8.) axidmakbol kovetkezik, hogy
pnTpcqg és  qcopuTp.

Mivel ¢ tetsz8leges, ezért helyette g Tg, ill. gu ¢ is irhato:

pnTlpcqgn g & quTigepuTp.

Nyilvan p és ¢ szerepe mindkét Osszefiiggésben felcserélhetd:

gngepnTlp € puTlpcqu Tg.
A 14. b) gyakorlat alapjan azt kapjuk, hogy

pnTlp=gnTlq ¢&s

puTIp =quUlg.
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Mivel a 15. gyakorlat eredménye azt mutatja, hogy pn 7Ip,
ill. pu TIp fliggetlen p valasztasatol, ezért ezek az A halmaz
egy-egy specialis elemét jelentik. Vezessiik be ezekre a kovet-
kezd jelolést és elnevezést:

(3) pnTIp=0, azA zéruseleme,
(4) puTlp=1 az Aegységeleme.

Erdemes észrevenni, hogy eredményiink felhasznalasaval
a (B9.) és (B10.) axiémak igy irhatok:

(BY) Oug=gq és
(B10) Ing =gq.

A < definicidja szerint ez azt jelenti, hogy tetszbleges g € A-
ra

Ocqg és

gz 1.

Gyakorlé feladatok

16. Igazoljuk, hogy tetszéleges p € 4 esetén
5) Onp=0 ¢
(6) lup = 1.

Meyoldas:

Az allitas kozvetleniil adodik az elébb felirt két Osszefiiggésbél, vala-
mint a 13. gyakorlo feladat eredményébdl, ill. a <= definicidjabol.
17. Igazoljuk, hogy ha

(7 prng=0 és
B pug=1,
akkor g= "1p.
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Megoldas:

= (pnIp)ug =
= (pug)n(Tpug) =
= In(T1pug) =

= "lpuq

A kapott egyenldségbdl kovetkezik, hogy
9) Apcg.

Hasonloan:

g=1Ing=

=(puIP)Ng =

= (png)u(T1png) =

=0u(Tpng) =

= "1pNgq.

Ebbdl kovetkezik, hogy

(100 g<=p.

A (9) és (10) Osszefiiggés szerint g= "1p.

18. Az el6z6 gyakorlat eredménye alapjan igazoljuk, hogy

(1) A p=p.

Megoldas :

A (3) és (4) Osszefiiggéseket alkalmazzuk p helyett T1p-re:

Apn1Ap =0 és

(B10".)
(4)
(BS.)
(7)
(BY)

Az el6z06 gyakorlat eredménye alapjan (felhasznalva a kommutativitast is)

Tpu1TIp =1
adodik, hogy

17 p=p.
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19. Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat:
(12)  pwg) = TIpn g,
(13)  png) = TIpv g

Megoldas:

Elég igazolni a (12) azonossagot, mert (13) ennek dualisa. Megmutatjuk,
hogy “1pn T1q éppen pug komplementere, mert kielégiti a 17. gyakorld

feladatban megfogalmazott kovetelményeket:
(Pug)n(T1pn T1g) = (pn Ipn TIg)ulgn Ipn T1g) =
= (0N T1g)u(0n T1p) =
= 0u0 = 0,
(Pug)u(T1pnT19) = (pogu TIp)n(pugu Tg) =
(Tug)n(lop) =
Inl = 1.

20. Igazoljuk, hogy
(14)  I=0 és
(1)  710=1.

Megoldas :
Az I definicidja és (11), valamint (12) alapjan:
a1 = T(pup) = Apnp = 0.
A masik allitas az el6z6 dualisa.
21. Igazoljuk, hogy ha 0=1, akkor tetszOleges p-re
0=p.
Megoldas :

Ha 0=1, akkor tetszbleges p-re

p=pnl =pn0=0.

13 Matematikai logika

(B5.)
(3)
(5)
(B4.)
4
(6)



Az eddigiekben lattuk, hogy a Boole-algebra (B1.)-(B10.)
axidomaibol sok olyan azonossag vezethetd le, ami ismerds a
halmazalgebrabol, ill. a kijelentéslogikabol. Természetes
kérdés, hogy mennyire ,teljes” ez az axiomarendszer a ko-
vetkezd értelemben. Minden olyan probléma, amely megfo-
galmazhato benne, eldonthet6-¢ az axiomak alapjan. Igazol-
ni fogjuk, hogy az axiomarendszer ebben az értelemben
teljes.

Vizsgaljuk meg kozelebbrdl az axidbmarendszert. Valdja-
ban itt szigoruan véve a Boole-algebra szintaktikai jellemzé-
sérél van sz6. Pontosabban, de kissé hosszadalmasabban
ugy fogalmazhattunk volna, hogy megadunk egy nyelvet,
amely valtozdjeleket, a 71, U, N miveleti jeleket, és segédje-
leket tartalmaz. Ezekbdl kifejezéseket épithetiink fel a kovet-
kezé'modon. Barmely valtozo kifejezés, egy, ill. két kifejezés-
boéla 7,ill. az U és N miveletek alkalmazasaval épithetiink
tovabbi kifejezéseket. Az axiomak két-két megadott kifejezés
egyenlOségét allitjak. Ezekbol 0jabb azonossagokat vezethe-
tiink le a kovetkezOképpen: valtozok helyére tetszéleges ki-
fejezéseket helyettesithetiink, és egy mar levezetett egyenlo-
seg egyik oldalat egy kifejezésben a masik oldallal potolhat-
juk. Igy jutunk el a Boole-algebra torvényeihez.

A szemantikai oldalrol nézve, ha adott egy olyan struktura,
amely egy nem iires 4 alaphalmazbol, az ezen a halmazon
értelmezett (az egyszerdség kedvéért itt is ugyanugy jelolt) 7
egyvaltozos, U és N kétvaltozos miiveletekbdl all, és ezek a
muveletek kielégitik a (B1.)-(B10.) axiomakat, akkor ezt a
struktarat Boole-algebranak nevezziik. Azon, hogy a miive-
letek kielégitik az axidbmakat, azt értjiik, hogy ebben a konk-
rét esetben a valtozojelek az A halmaz tetszbleges elemét
jelolhetik.

Tegyiik fel, hogy adott két kifejezés (az el6z6leg mondott
értelemben), k, és k,, és kideriil, hogy egy konkrét Boole-al-
gebraban a két kifejezés a benniik szerepl6 valtozok minden
értékére azonos értéket vesz fel. Igazolni fogjuk, hogy ekkor a
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k1=k2

egyenldség a (B1.)=(B10.) axiomakbol leve;ethet(’ﬁ. Axiéma-
rendszeriink tehat ebben az értelemben teljes.

Tegyiik fel, hogy a k kifejezés felepitésében csak az egyetlen”p valtozo
szerepel. Igazoljuk (a kifejezés induktiv felépitésének megfelelden), hogy

) k= (K(Dp)o(k(0)n TTp),

ahol k(I), ill. k(0) jeldli azt a kifejezest, amelyet ugy kapunk, hogy k-ban p
helyére I-t, ill. O-t helyettesitiink.

Megoldas:

a) Ha k azonos p-vel, akkor
(k(I)p)U(k(0) T1p) = (Inp)(0Nn T1p) =
= pu0 = (B10".) és (5))
=p (B9")
tehat az allitas igaz.
b) Tegyiik fel, hogy k= "1f, és f-re mar igaz az allitas. Ekkor
k= f = T Nnp)u(f(0)n Tp) = (a feltétel szerint)
= (1 (v p)N(1f(O0)up) = ((11), (12) és (13))
= (NN SO S (Drp)(TS(0)n TIp) =
(B5.), (B6.), (3), (BY".)
= (A (DA O (o PN f (Dop)o WSO TIp) =

((4) és (B10.))

= (f (D f©O)np)u(Tf()p)w
u(1f (NSO Ap)u(1f(0)n p) = (B5.) és (B3.)
= (f(Np)(T1f ()N T1p) = (B7.)

= (k()np)(k(0)~ T1p).
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¢) Tegyiik fel, hogy k = fuyg és J-re, g-re mar igaz az allitas. Ekkor
k= fog = (/(DAp)u(f(0)n T1p)u
V(g p)o(g(0)n T1p) =
= (A (DogHnp)((f(0)ug(0) 1p) = (Bs)
= (K()p)u(k(0)~ 1p).
Ak = fry eset az eldzé dualisa, tehat ez is igaz.

Az ¢l6z6 eredmény felhasznalasaval igazoli ifeiezé
N -ame ! gazoljuk, hogy ha egy k kifejezé
felépitésében két valtozojel, mondjuk p és ¢ szerepel, akkfry igaz fmg;

k = k(I, IpgUk(I, O)p 14 Uk(0, 1) Ipgu
wk(0,0)71p g,
ahol k(a, B) jelenti azt a kifejezést, amelyet k-bol ugy kapunk, hogy p, ill. ¢

hely -t, il /))-t Y ttesiti =
N . I elye esitiink €esan lllUVelete[ csak €gym i
ere o gymas me 1é ras

Megoldas :

Alkalmazzuk el3szor az eléz6 eredményt p-re, ekkor
k = k(I q)pok(0, g) 1p.
li_zitén a k(I, q) = ,k(quflq, _q)' egyvaltozos kifejezésre, ill. a k0, ¢) =
= (qqu, q) egyvaltozés kifejezésre Ujra alkalmazzuk az elézé ered-
menyt, és felhasznalva, hogy
k(1w ) = K1, g),
k(0L 10, q) = k(1 g),
K(IN L q) = KO, g),
k(0n 710, ¢) = k(0, g)

tetszbleges g-ra majd felhasznalva a disztributivitast, & i i
PR o vitast, eppen a b an-
do allitast kapjuk. PP zonyitan

’A‘z ?16’26 két bizonyitott Ssszefiiggés tetszéleges szamu
va’ltogobol felépiild kifejezésekre is igazolhatd a valtozok
szamara vonatkozo teljes indukcidval. Erdemes észrevenni,
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hogy a kifejezésekre kapott eldallitisok a kijelentéslogikabol
ismert teljes diszjunktiv normalformanak a megfelel6i.

Térjink most vissza a teljesség kérdéséhez. ElGszor vizs-
galjuk azt az egyszer(ibb esetet, amikor adott két kifejezés,
k, és k,, és mindegyik egyetlen p valtozobdl épiil fel. Ha egy
konkrét Boole-algebraban — amelynek legalabb két kiilon-
b6z6 eleme van — k, és k, a p valtozd minden értéke esetén
azonos értéket vesz fel, akkor a k, =k, egyenldség levezethe-
té a (B1.)-(B10.) axidmakbol.

Elég megmutatni, hogy a
ki(0)=ky(0) & k,(I)=ky(I)

egyenlSségek levezethet6k az axidomakbol, hiszen ezekbd! kovetkezik a
k, =k, egyenlGség, és a (*) eredményét az axioméakbol bizonyitottuk.

A k(0) és k,(0), ill. k,(I) és k,(I) értéke vagy O, vagy I, és a megfeleld
egyenldség levezethetd az axiomakbol, hiszen a 0-val és I-vel kapcsolatos
miuveletek eredményeit az axiomakbol vezettiik le. Ezek az Gsszefiiggések :

10=1, 7I=0,

0U0 =0n0 =In0 =0n1 =0,

Inl =100 =00l =1ul = 1.
A feltétel szerint a 21. gyakorlat alapjan 0= I (mert a konkrét Boole-algeb-
ranak legalabb két eleme van). Mivel a konkrét Boole-algebraban igaz.
hogy

ki (0)=k,(0) és Kk, (I)=k,(]).

ezért az el6z6k alapjan ezek levezethet8k axiomainkbol, de akkor a
ky =k,
egyenlbség is levezethetd az axiomakbol.

Az egy valtozora igazolt Osszefiiggesek altalanositasa alapjan akarhany
valtozobdl felépiilé kifejezésekre is igazolhatd a megfelelé eredmény. Azt
kaptuk tehat. hogy Boole-algebrank axiomarendszere a mondott értelem-
ben teljes.
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Feladatok

9. Igazoljuk, hogy egy halmaz Gsszes részhalmazai Boole-
algebrat alkotnak a szokéasos U, N és komplementer miive-
letekre nézve!

10. Tegyiik fel, hogy egy Boole-algebra A alaphalmaza vé-
ges sok elemet tartalmaz, legyen |A|=n, ahol n>1. Azt
mondjuk, hogy egy x € 4 atom, ha x+0 és tetszOleges y € 4-
ra ycx-b8l y=0 vagy y=x kovetkezik. Igazoljuk, hogy ha
y€ A& y+0, akkor van olyan x e A atom, amelyre xcy!

11. Igazoljuk, hogy a 9. feladatban szereplé Boole-algeb-
raban tetszbleges x € 4 atom és y € A esetén vagy xcy, vagy
xny = 0!

12. Vizsgaljuk a 9. feladatban szerepld Boole-algebrat és
tetszlleges y € A-ra jeldlje f(y) azoknak az x € A atomoknak
a halmazat, amelyre xc y teljesiil.

[gazoljuk, hogy tetszdleges y, - € A-ra
a) flyoz) = f(y)ug(z);
b) flynz)= fn)nf(2):;
¢) f(Ty) = f(D=f);
d) f)=1(2)

akkor és csak akkor, ha y=z. (Itt az egyenl8ségek jobb olda-
lan allé U, N és — jelek a megfeleld halmazalgebrai miivele-
teket jelolik.)

13. Jeldlie B a 9. feladatban szerepld Boole-algebrat,
amelynek alaphalmaza A. Legyen A’ az A Ssszes atomjabol
allo részhalmaza. B’ jelslje azt a Boole-algebrat, amelyet az
A" alaphalmaz Gsszes részhalmaza alkot az U, n és komple-
menter muveletekre. Igazoljuk, hogy a 12. feladatban defini-
alt f leképezés A

a) egy-egyértelmli A és az A’ Osszes részhalmazaibél alld
halmaz ko6zott; '
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b) az f leképezés miivelettarto. o '

Az a) és b) tulajdonsagh f leképezés letezese eseten azt
mondjuk, hogy a B és B’ Boole-algebrak izomorfak.

14. Igazoljuk, hogy ha egy véges Boole-algebra al.aphal-
mazaban n elem van, akkor n=2* lehet csak, valamilyen k
természetes szamra! ) o

15. Valasszuk A alaphalmaznak a 210_ossze:c, pozitiv 0sz-
t6ibol all6 halmazt, és az A4 halmaz elemei k6zott d’eﬁmaljuk
a kovetkezd miveleteket: tetszbleges a, b € A esetén )
aub = [a;b] (az a és b legkisebb kozos t('jb,b_‘szi)'rose),
anb = (a:b) (az a és b legnagyobb koz0s osztoja),

210
Tla=""—.
d

Igazoljuk, hogy A és az igy definialt miveletek Boole-al-

gebrat alkotnak!

A V. fejezetben kitiizott feladatok megoldasai

1. a) Az egyszer( kijelentések jelolésére vezessiik be a ko-
vetkezé betiiket:

A ,a=07";
B Mb = 0” ;
C ,ab=0".

Ekkor a kovetkeztetés szerkezetét igy irhatjuk fel:
(AvB)»C, T1CE T1AAT1B.

A kapott kovetkeztetési szabaly helyes. Tegyiik fel ugyan-
is, hogy a valtozok megadott értékeire a premisszak igazak,

azaz
|C|=i ¢és |(AvB)-C|=i
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Ekkor [C|=hésigy|A v B| = h,tehat|A|=|B|=h. A konk-
lazié értéke tehat igaz, | 1TAA T1B| = i.

b) Itt is az a) részben bevezetett jeloléseket hasznaljuk.
Ezekkel a kvetkeztetés szerkezetét kifejezd szabaly igy irha-
to fel:

(7TAATIB)— 11C, CE= AVB.

Tegyiik fel, hogy |C|=i és |[(T7A A 1B) - 1C| = i. Ek-
kor az implikéci6 utotagja hamis, tehat az eldtag is az, és igy
a negacidja, | (1A A T1B)| = |A v B| = i. Tehat a konklu-
zi6 igaz, a kovetkeztetési szabaly helyes.

¢) A kovetkeztetésben el6forduld egyszerii kijelentések :

A ,az aés b egyenesek parhuzamosak™;

B ,az a és b egyenesek metszik egymast”;
C ,aza és b egyenesek kitéréek”;

D .az a és b egyenesek egy sikban vannak”.

A kovetkeztetés szerkezete:
AvBvC DATB D-7CE A.

Ha a valtozoknak olyan értékeket adunk, hogy a premisszak
igazak legyenek, akkor |B|=h, |D|=i, tehat az implikaci6
definicioja szerint |C|=h, de akkor az elsé premissza igaz
volta miatt |A|=1i, tehat a konkluzié is igaz.

2.a) Ha|B|=iés|A v B| = i, akkor 4 értéke lehet igaz is
¢s lehet hamis is, tehat 714 értéke sem egyértelmd. Ezért a
kovetkeztetési szabaly nem helyes. Erdemes észrevenni,
hogy akkor kapnank helyes kovetkeztetési szabalyt, ha az el-
s6 premisszaban v helyett @ allna.

b) Ha a két premissza értéke igaz, akkor a konjunkcio de-
finicidja miatt |P|=|Q|=h, tehat az implikacio szerint |R| =i,
azaz a kovetkeztetési szabaly helyes.

¢) Adjunk a valtozoknak olyan értéket, hogy a premisz-
szak igazak legyenek. Ekkor a konjunkcié definicioja alap-
Jan |Q|=h, de akkor |P—Q| = i miatt | P|=h. A konkluzio
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ekkor R értékétdl fiiggetleniil hamis, tehat a kovetkeztetési
szabaly nem helyes. . . ’

d) A premisszat atalakitjuk a megismert azonossagok se-
gitségével:

(AAB)—>C

NAAB)VC =

= TMAv 1BvC(C =
=(T1AvC)v B =
= (A~ C)v IB =
=(AA 1C)— T1B.

Azt kaptuk tehat, hogy a premisszabol azonpsségok glkal-
mazasaval eljuthatunk a konkluziohoz. Ez nyilvan azt Jeler}-
ti, hogy a premissza akkor és csak akkor igaz, ha, a konklu-
zi6 igaz. A kovetkeztetési szabaly tehat helyes, és helyes a
szabaly megforditasa is, azaz az

(AA 1C) > 1B = (4AB) - C

kovetkeztetési szabaly.
3. A feltevés szerint a

P1sPrseo s Pu = @
kovetkeztetési szabaly helyes, tehat a

(L AQIA. AP, @

formula tautoldgia. Ebbdl tautologiat kapunk akkor, is, ha a
benne szerepld valtozok helyére tetszdleges formglakat he-
lyettesitiink. Ez viszont azt jelenti, hogy az éllitléls‘ igaz, a h(;-
lyettesitések elvégzése utan kapott kdvetkeztetési szabaly is
helyes. 4 o ,

4. A példakban szerepld bizonyitasok ,.igaziak”, valobaq
ezeket — vagy ezekhez hasonlokat — szpktunk elmondani
egy-egy matematikakonyvben. Latni fogjuk agonban, hpgy
ezek elemzése eddigi eszkozeinkkel eléggé nehézkes. A bizo-
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nyitasoknak csak egy-egy részletét tudjuk majd megvizsgal-
ni. Ezek a példak is azt mutatjak, hogy matematikai bizonyi-
tasok pontosabb elemzéséhez eszkozeinket finomitani kell
majd.
a) A bizonyitasbol a kovetkezd részletet érdemes ki-

emelni:

A ,Végtelen sok primszam van”;

B ,Csak apg,py, ... p, véges sok primszam létezik™.
A bizonyitas lényege a kovetkezd kovetkeztetés:

T1A—B, 1B = A.

A kapott kovetkeztetési szabaly nyilvan helyes, hiszen ha a
premisszak igazak, akkor |B|=h és az ekvivalencia defini-
cioja alapjan | 1A |=h, tehat |A|=i.
b) Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
A ,Haasikban egy egyenes két parhuzamos egyenes ko-
ziil az egyiket metszi, akkor metszi a masikat is.”
B A sikban egy egyenessel egy rajta kiviil fekvé ponton
at legfeljebb egy parhuzamos egyenes hiizhat6” (par-
huzamossagi axioma).
A bizonyitas soran felhasznaljuk a kovetkezé indirekt kovet-
keztetés helyességét:

1A-"1B, BE A.

Errdl mar belattuk, hogy helyes kovetkeztetési szabaly.
¢) EbbdI a bizonyitasbdl egy érdekes alakt indirekt ko-
vetkeztetésre lathatunk példat. Vezessiik be a kovetkezd
jelolést:
A ,A9,99,999,...,999...9 (g db 9-es) szamok kozott van
g-val oszthatd, ha q és 10 relativ primek.”

Ekkor az indirekt bizonyitas lényegét ad6 kovetkeztetést igy
irhatjuk fel:

NA-A = A.
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Ez a kdvetkeztetési szabaly valoban helyes, mert tegypk fel,
hogy a konklzid, A=h. Ekkor az implikaci6 definicidja sze-
rint 74— A = h, ami éppen azt jelenti, hogy ha a premissza
igaz, akkor a konkluzi6 is biztosan igaz. o

5. a) Azt fogjuk megmutatni, hogy a 1o €s formulakbgl
levezethetd B. Ekkor a dedukciotétel kétszeres alkalmazasa-
val éppen az allitast kapjuk.

I. 7o (feltétel)

II. o (feltétel)

I a—(T1f-a) (Al)

IV. Ta—(T1p—>"T1a)  (Al)

V. TB—-a (1L és 111, MP)

VI. T1f—"1a (L. és IV, MP)
VIL. (T18-10)—=((1—a)—=p) (A3)
VIIL. (T1p—-a)—p (VL és VIL, MP.)

IX. B (V.és VI, MP)

b) A dedukciotétel kétszeres alkalmazasaval kapjuk a ko-
vetkezot:

o oa—>f—pf, ezért

= a=((x—p)—p)
A 11. d) gyakorld feladat eredménye szerint:

= (= B)=B)—>(T18—1(a—=B)).

Erre a két levezethetd formulara alkalmazzuk a 10. gyakorlo
feladatban igazolt Gsszefiiggést:

— a—(T18— T1(a—p)).

6. Jelolje n az adott formulaban szereplé — és 71 jelek
egylittes szamat.

203



Az n=0 esetben a formula egy valtozobdl all, jelolje ezt A.
Ekkor az allitas szerint

A—A &
1A~ T1A.
Nyilvan mindkett6 igaz.

Tegyiik fel, hogy n>0 és minden k <n esetén, azaz k darab
miveleti jelet tartalmazo formulara igaz az allitas. Mutassuk
meg, hogy ekkor az n miiveleti jelet tartalmazo6 formulakra is
fennall!

Tegyiik fel, hogy az n miveleti jelet tartalmazo formula-
ban az A, A,, ..., A, valtozok allnak.

(I) Vizsgaljuk elGszor azt az esetet, amikor az « formula
71B alakt. A B formulaban mar n-nél kevesebb miiveleti jel
van, a feltétel szerint erre tehat igaz az allitas. Tegyiik fel el6-
szor, hogy az A, A,, ..., A, valtozoknak olyan értékeket
adunk, amelyre o értéke hamis. Ekkor o' = Ta és f'=p. Az
indukcios feltétel szerint

Al Ay, o A= .

A 11. b) gyakorlo feladat eredménye szerint — f— 71718,
igy tehat
Ay Ay Ag— T1T1B(= e = ).
Haaz A, A,, ..., A, valtozok adott értékére o értéke igaz,
akkor o' = o = 71 = B’ és az indukcios feltevés szerint

1Ay A (= o).

(IT) Ha az « formula  — y alakq, akkor a f és y formulak
mindegyike n-nél kevesebb miveleti jelet tartalmaz, és a fel-
tétel szerint

Ay Ay Ag— B és
Ay Ay A
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(az A}, A5, ..., A, kozott nyilvan szerepel a f-ban vagy y-ban
eloforduld osszes valtozo, esetleg masok is).

Ha p értéke h, akkor az implikacio definicioja szerint a ér-
téke i, tehat f'= T1f és o’ =a. Mivel az 5. a) feladat eredmé-
nye szerint

=B (B ),

és az indukcios feltétel szerint
A, AS, o Ap— 1P,

ezért
Ay, Ay, A— B o (=),

Ha y értéke i, akkor ismét csak az implikacio definicidja
szerint o értéke i. Ezért y'=7, o' = és az (A1.) axioma szerint
— 7y — (8 — ), az indukciods feltétel alapjan:

A, Ay A,
ebbdl adodik, hogy
Ay, Ay, . A= B o y(=0).
Még azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor f=i és
y=h; ekkor o« értéke h. Ekkor pf'=p, y=7y és
= TJa= 1(f—7). Az 5.b) feladat eredménye szerint
=B~ (- (B — ) igy az
Ay Ay Ag— B 6
Ay, Ay, oy A= Ty
indukcios feltételek alapjan azt kapjuk, hogy
1 Asy o A= 1B 2 ) (= o).
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

7. Tudjuk, hogy ha — o, akkor a tautologia, tehat a benn‘e
szerepld valtozok minden értékére igaz értéket vesz fel. Mi-
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vel a és o értéke egyszerre nem lehet igaz, igy nincs olyan «
formula, amelyre egyszerre — o és — TJa is igaz lenne.

8. K észitsiik el el6szor az (A3.) axioma egy specialis eseté-
nek értéktablazatat:

P
<
<
|
P
-
-
<

2 [Tz = x| Tz =g [(Txe = xg) = e (e = Txa) = ((T1xz - ) - )

N=ON—=ON—=O
NN === OO0
O et bk O b O e
[N e Nes B
SN NN
NDNNOONDNDO NN
SONNNOOOOO
SO OOoOOoOOO

Azt tapasztaljuk, hogy az axioma értéke mindig O lesz.
Hasonloan elkészitve az (A2.) axidma értéktablazatat, itt is
azt tapasztaljuk, hogy az értéke mindig 0 lesz. Nevezziik ezt
a két axiomat konstans O értékiinek.

Az implikacio definicidjabol leolvashato, hogy minden
olyan esetben, amikor az elStag értéke 0 és az implikacio ér-
téke is 0, az utotag értéke is O lesz.

Ebbdl kovetkezik, hogy a levalasztasi szabaly alkalmaza-
saval konstans 0 érték( formulakbol Gjra konstans O értékd
formulakat kapunk. Azok a formulak tehat, amelyek az (A2.)
és (A3.) axidmakbol a levalasztasi szabaly alkalmazasaval le-
vezetheték, konstans 0 értékiek.

K észitsiik €l most az (Al.) axidma egy specialis esetének
értéktablazatat:
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Xy | X2 | X2 =X, Xy = (x3 = xy)
0 0 0 0
1 0 2 0
2 0 2 0
0 1 2 2
1 1 2 0
2 1 0 0
0 2 0 0
1 2 0 2
2 2 0 0

Azt talaltuk, hogy az (A1.) axidma értéktablazataban a 2 is
el6fordul (méghozza kétszer), tehat ez nem konstans 0 érték
formula. Ebbdl kovetkezik, hogy az (A1.) axidma nem vezet-
hetd le a masik két axiomabol a levalasztasi szabaly alkal-
mazasaval, tehat fliggetlen a masik két axiomatol.

9. A halmazalgebraval az 1. fejezetben foglalkoztunk.
Részletesen vizsgaltuk az U, a N és a komplementerképzés
miveletének (ott feliilhuzassal jeloltiik) azonossagait. Az 1.
fejezet 4. gyakorlataban igazoltuk, hogy teljesiilnek a
(B1.){(B4.) és (BS.), (B6.) axiomak. Az I. fejezet 5. gyakorlata-
ban a (B7.) és (B8.) axiomakrol mutattuk meg, hogy érvénye-
sek a halmazalgebraban. Még a (B9.) és (B10.) axidomak érvé-
nyességét kell igazolni.

Jelolje U az alaphalmazt. Az I. fejezet 6. d ) gyakorlata sze-
rint tetszbleges A= U-ra AnA = @, az U miiveletre viszont a
definicioé alapjan tetszGleges B< U-ra

#UB = B.
Ez azt jelenti, hogy (B9.) is teljesiil.
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Az 1. 6. ¢ ) gyakorlat szerint tetszleges A<= U-ra

AUA = U,
a n mivelet definicidja szerint pedig tetszéleges B< U-ra
UnB = B.

A (B10.) axiéma is teljesiil tehat.

Mivel egy halmaz részhalmazainak halmazalgebrajaban a
(B1.)«B10.) axiémak igazak, ez a struktura egy Boole-al-
gebra.

10. Tegyiik fel, hogy y € 4, y+0. Ha y atom, akkor az alli-
tas igaz, hiszen nyilvan ycy. Ha y nem atom, akkor van
olyan y, '€ A, hogy y, #0, y, =y és y, +y. Ha y, atom, akkor
készen vagyunk, ha nem, akkor van olyan y, € A4, hogy
y,*0, y,<y, és y,#+y,, de akkor a 14. ¢) gyakorlo feladat
szerint y, <y is igaz. Ha y, atom, akkor az allitas igaz. Ha y,
nem atom, akkor egy ujabb, y; elemmel folytatodik az okos-
kodas. Igy k lépés utan (ha elébb nem kapunk atomot) elju-
tunk a kovetkez6 alaku lanchoz:

VS V-1 S Y3S)V2E)1 <),
ahol az y; elemek paronként (és y-tol is) kiilonb6z6 elemei A-
nak. Mivel A-nak n eleme van, igy legfeljebba k = n—1 érté-
kig juthatunk igy el. Ha y, a lanc utols6 eleme, akkor y, mar
atom és y, <y, ahogy allitottuk.

11. Tegyiik fel, hogy xe A atom és ye A tetszOleges.
Konnyen igazolhatd, hogy (xny) < x, ezért vagy xny = x,
azaz xcy, vagy xny = 0.

Azt is megmutatjuk, (xny) = x valoban igaz. Azt elég iga-
zolni, hogy (xny)ux = x, ez viszont éppen a (B7.) axioma
szerint igaz.

12. a) Azt fogjuk igazolni, hogy x € f(yuz) akkor és csak
akkor igaz, ha x € f(y)uf(z). Tegyiik fel, hogy x € f(yuz),
ekkor xcyuz. A 11. feladat szerint mivel x atom, ezért
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xcy vagy xny=0 ¢és
xcz vagy xnz=0.

Ha mindkét esetben a masodik lehetéség all fenn, akkor
(xny)u(xnz) = xn(yuz) = 0

lenne, ellentétben a feltevéssel. Igy vagy x<y, azaz x € f(y),
vagy xcz, azaz x € f(z) teljesiil, de akkor

xe fy)of(2)
igaz a halmazalgebrai U definicidja szerint.
Tegyiik fel, hogy x € f(y)uf(z). Ekkor vagy

xef(y, azaz xcy, vagy
x€ f(z), azaz xcz @ igaz
Mivel yc yuz és zc yuris igaz, igy a © tranzitivitasa miatt
xcyuz, azaz xef (yuz:).
b) Tegyiik fel, hogy x € f(ynz), azaz xcynz és x atom.
Mivel ynzcy és ynzez (1. a 11. feladat megoldasat), ezért
xcy, azaz x € f(y) és xcz, azaz x € f(z) is igaz, tehat

xe fnfz)

Tegyiik fel, hogy x € f(y)n f(z). Ekkor x € f(y), azaz x<,
és x € f(z), azaz x<z is teljesiil. Ebbdl azonban x<ynz,
azaz x € f(ynz) kovetkezik.

¢ ) Tudjuk, hogy tetszbleges y € A-ra y= I (B9'.), ebbdl ko-
vetkezik, hogy f(I) az 6sszes A-beli atomot tartalmazoé hal-
maz.

Tegyiik fel, hogy x € f(71y) és ugyanakkor x € f(y) is igaz.
A 12. b) feladat eredménye szerint ekkor

xe f(T)nfy) = f(Tyny) = £(0),

tehat x 0, de akkor x=0, ami nem lehet. Igy ha az x A4-beli
atomra x € f(71y) teljesiil, akkor csak x € f(I)— f(y) allhat
fenn.

5
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Megfordi,tva, tegyuk- fel, hogy xe f(I)—f(y). Ekkor
x ¢ f(y)tehat xny = 0, mivel x atom. Tegyiik fel azt is, az al-

litassal ellentétben, hogy x¢ f(7 ekkor =
Ezekbdl kovetkezik, hogy ) =0

0 = (xny)u(xn T1y) = xn(yuy) = xnI = x,
ami ellentmondas, tehat x e f(71y) fennall.

d ) Tegyiik, fel elészor, hogy y=z, ekkor az f definicidja
szerint nyilvan f(y)= f(z) is teljesiil. Megforditva, tegyiik fel,
hogy f(v)=f(z) é&s y+z. Ebbdl a feltevésbdl ellentmondasra
kell jutnunk. Mivel y#z, az ycz és z<y koziil valamelyik
hamis, tegyiik fel példaul, hogy yc:z nem igaz, tehat
ynz #y. Ebbdl kovetkezik, hogy yn 12+ 0 (mert ha
ynz =0 lenne, akkor )

yoz = (ynz)u(ynz) = yn(zuz) = ynl =y

lt?nne, ellentétben a feltevéssel). A 10. feladat eredménye sze-
rint ekkor van olyan x atom, hogy x yn 7z, tehat

x€ flynTz) = f()nf(T2),

azaz x € f(y) és x e f(71z) = f(I)— f(2), vagyis x ¢ f(z). Ez-
iel ellentmondasra jutottunk, tehat csak az y==z esJ;E a?lllhat
enn.

13. A feladat megoldasa kozvetleniil adodik az elézé fel-
adat eredményébdl. Az 4 és az A’ Osszes részhalmaza kdzott
a leképezést értelmezziik igy:

x € A-hoz rendeljiik hozza f(x)< A'-t, ahol f a 12. feladat-
ban definialt leképezés. A 12.d ) szerint ez egy;egy-értelmﬁ és
a), b), c) szerint miivelettarto.

Eredrpényiink azt jelenti, hogy minden véges Boole-algebra izomorf egy
h,almaz Osszes részhalmazainak algebrajaval. Végtelen Boole-algebrak ese-
tén egy kissé gyengébb allitas igazolhat6. Ehhez azonban tovabbi mélyebb
halmazelméleti eszk6zokre lenne sziikség, igy ezt itt nem térgya’ljuk.
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14. Az eléz6 feladat eredménye szerint minden veges
Boole-algebra izomorf egy halmaz Osszes részhalmazanak
algebrajaval, tehat a Boole-algebra alaphalmazanak annyi
eleme van, mint a megfelel6 halmaz részhalmazainak szama.
Az 1. fejezetben igazoltuk, hogy egy véges, k elemii halmaz-
nak 2* részhalmaza van, ezért a Boole-algebra alaphalmaza-
nak is ennyi eleme van.

15. Ebben az esetben az alaphalmaz elemeit is konnyen
felsorolhatjuk:

A=1{1,2,3,56,7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210}.

El8szor is vilagos, hogy az igy definialt miveletek nem ve-
zetnek ki az alaphalmazbol, barmely két A-beli elem legki-
sebb kozos tobbszorose, legnagyobb kozos osztoja, barme-
lyik A-beli elem komplementer osztdja is A-beli. Ellendriz-
niink kell, hogy az igy definialt miveletek kielégitik a
(B1.)-(B10.) axiomakat.

A legnagyobb kozos 0szto ¢s legkisebb koz0s tobbszOrds
tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy a miveletek kielégitik a
(B1.)-(B4.) axiomakat.

A (B5.) axioma teljesiilését a kovetkezoképpen igazolhat-
juk. Hasznaljuk fel, hogy két (vagy tobb) szam legnagyobb
kozos osztojat, ill. legkisebb kozos tobbszoroset ugy szamit-
hatjuk ki, hogy a szamokat felirjuk primszamhatvanyok
szorzataként, és a legnagyobb koz0s 0szt6 primtényezds eld-
allitasaba minden primszamot a kitevdk minimumaval, a
legkisebb kozos tobbszorosbe pedig a kitevok maximuma-
val mint kitevével vesziink be. Azt kell igazolnunk, hogy tet-
szlleges a, b, c € A esetén

(a; [b: c]) = [(a; b); (a; 0))-

Legyen a=2%.3%.5%.7%  b=2" 32T és
¢ = 271.372.5%3.7%4 ahol x,, y; és z; értéke is O vagy 1 lehet.
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Ekkor az el6z6 megjegyzés szerint a bizonyitandé egyenld-
ség bal oldalan all6 természetes szam primtényezdinek kite-
voje:

min (x;, max(y;, z;))  (i=1,2 3,4),

mig a jobb oldalan allo természetes szamban az egyes pri-
mek kitevoi:

max (min (x,, y;), min (x;, z;)) (i =1,2,3,4)

A minimum és a maximum tulajdonsagaibol nyilvanvalo,
hogy a megfeleld kitevok megegyeznek, tehat a két oldal va-
l6ban egyenl6. Teljesen hasonlé mdédon igazolhatd a (B6.)
axioma teljesiilése is.

A (B7.) axiémat is fogalmazzuk at: tetszéleges a, b € A-ra

[(a; b); b] = b.

Ez nyilvan igaz, hiszen (a; b) osztoja b-nek, igy legkisebb ko-
z0s tobbszorosiik nyilvan b. Teljesen hasonloan lathato be
(B8.)-rol, hogy teljesiil.

Erdemes megjegyezni, hogy eddig nem hasznaltuk ki Ié-
nyegesen A-nak azt a tulajdonsagat, hogy elemei éppen
210-nek, egy olyan szamnak az osztoi, amelynek a primté-
nyez6s eldallitasaban a primszamok legfeljebb elsé hatva-
nyon szerepelnek. Az ilyen tulajdonsagu természetes szamot
négyzetmentes szamnak nevezik. Az A alaphalmaznak erre a
tulajdonsagara a (B9.) és (B10.) teljesiilésének igazolasakor
lesz sziikseég.

Vizsgaljuk (B9.)-et és (B10.)-et. Mivel 210 négyzetmentes
szam, nyilvanvalo, hogy tetszbleges a € A-ra '

EbbSl mar nyilvan kovetkezik (B9.) eés (B10.) fennallasa.
Erdemes észrevenni, hogy a feladat allitasa 210 helyett tet-

sz8leges négyzetmentes szamra is igaz.
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V. ELSORENDU LOGIKAK ES
ALKALMAZASAIK

1. Relaciok és kvantorok

i Vizsgaljuk meg és elemezziik a matematikakdnyvek-
bdl kivalasztott kovetkezd bizonyitasokat:

I ,,Té.tel. Ha két egyenes olyan, hogy minden sik, amelyik
az egyiket metszi, metszi a masikat is, akkor a két egyenes
parhuzamos.

Biz,onyita’s. Azt kell belatnunk, hogy ha a és b ilyen tulaj-
donsagu egyenesek, akkor sem metszdk, sem kitérék nem
lehetnek.

a ) Ha a és b metszik egymast egy P pontban, akkor egy § .
31k’ot hataroznak meg. Legyen a Q pont az S, sikon kiviil.
Q es aegy S sikot hataroz meg. Ez az S sik illeszkedik a-hoz
viszont metszi b-t, mert egyrészt P kozos pontjuk, mésrészt,
S nem 1!leszkedik b-hez, hiszen akkor az a, b egyenesek
mindegyikét tartalmazna, és ezért S, -gyel azonos volna, ami
lehetetlen, mert Q nincs S, -ben. ,

b ) Ha a és b kitérdk, akkor b-nek egy B pontja a-val
egyiitt egy S sikot hataroz meg. S illeszkedik a-hoz, viszont
lmetls(md l?l-(t,bm;:rt eﬁyrészt B ko6z0s pontjuk, masrészt S nem il-
eszkedik b-hez, hiszen akkor a kitérd g é
Simcedik bhe | or a kitérd a és b egyenesek egy

Mindkét esetben talaltunk olyan S sikot, amelyik azt mu-
tatja, hogy a és b nem rendelkezik a tételben kimondott
tulajdonsaggal.”

(_II) ,,Ha} a tobbszorose b-nek, akkor a és b kozds osztoinak
;)ss?;ssegbe egybeesik b osztoinak Osszességével; specialisan
a;b) =b.

Valdban, a és b minden koz6s osztdja maganak b-nek is.
Ford'i.tva, ha a tobbszorose b-nek, akkor b minden osztbja
0sztoja a-nak is, vagyis k6z0s osztdja a-nak és b-nek. Igy a és
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b kozos osztdinak Osszessége egybeesik b osztoinak Osszessé-
gével. Minthogy b legnagyobb osztdja maga b, tehat (a; b) =
=b"

Mindkét bizonyitas olyan, hogy eddigi eszkdzeinkkel nem
tudjuk pontosan elemezni a szerkezetét. Az (I) bizonyitas
tartalmat atgondolva kideriil, hogy egy jol meghatarozott
halmaz, a tér pontjai, egyenesei és sikjai altal alkotott hal-
maz elemei kozti kapcsolatokrol, relaciokrol szol. Ilyen rela-
cidokrol van szo benne, mint példaul: ,,az x egyenes metszi az
Y sikot”, ,az x egyenes parhuzamos az y egyenessel”, ,,az x
és y egyenesek metszok™, ,,az x és y egyenesek kitérok™, ,az x
egyenes illeszkedik az Y sikra” stb. Ezek az idézgjelbe irt
mondatsémak vagy mas néven nyitott mondatok dnmaguk-
ban sem nem igazak, sem nem hamisak. Igaz vagy hamis
mondatot tgy kapunk beldliik, ha a benniik szerepld valto-
z0k (jobb szoval ,helypotlok”) helyére konkret egyenesek,
ill. sikok nevét helyettesitjiik. Igy ezek a nyitott mondatok
vagy masképpen predikatumok olyan fiiggvényeknek tekint-
hetdk, amelyek egy halmaz elemein, ill. elemparjain vannak
értelmezve, és ezekhez az igaz vagy hamis logikai értékeket
rendelik.

Hasonlé a helyzet a (II) bizonyitas esetében is. Itt alap-
halmazként kinalkozik a természetes szamok halmaza
(N =1{0,1,2,...,n,...}). A predikatumok vagy nyitott mon-
datok példaul a kovetkezdk : ,,x osztdja y-nak”, ,.x és y kozos
osztdja z”, ,x tobbszordse y-nak”, ,,x legnagyobb osztoja y”
stb.

A bizonyitas elemzésekor még egy Osszetevét vehetiink
észre. Fontos szerepiik van az ilyen jellegli mondatrészek-
nek : ,minden egyenes...”, ,van olyan S sik...”, ,minden ko6z0s
osztd...”, ,,a minden osztdja...” stb. Ezek a nyelvi kifejezések
olyan miiveleteket jelolnek, amelyeket predikatumokon haj-
tunk végre, a miivelet eredménye pedig igaz, hamis vagy nyi-
tott mondat lesz. Ezeknek a pontos definicidjara hamarosan
visszatériink.
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A matematikai bizonyitasok, kovetkeztetések , finomszer-
kezetének” elemzése szempontjabol is fontos logikai eszko-
z0k vizsgalatat kétféle szempont szerint kSzelitjiik meg. Egy-
részt szemantikai, tartalmi szempontbol vizsgaljuk most a
predikatumokat, relaciokat, a rajtuk végzett miiveleteket, és
a késObbiek soran majd még visszatériink a szemantikai
vizsgalattal pArhuzamos, szintaktikai, formalis vizsgalatra is.
Ezt a vizsgalatot ahhoz lehetne hasonlitani, amikor egy ma-
tematikai allitast pontosan akarunk megfogalmazni, pl. az
algebra vagy a geometria nyelvén.

A relacidk definicioja elStt sziikségiink lesz néhany hal-
mazelméleti fogalomra.

Ha adott egy A és egy B halmaz, akkor A x B-vel jeloljiik
es a két halmaz direkt vagy Descartes-szorzatdnak nevezziik
a két halmaz elemeibdl képezett rendezett parok halmazat:

AxB={(a,b)] aeA, beB).

Abban a specialis esetben, amikor A=B,az A x A4 helyett ro-
videbben az 42 jellést is hasznaljuk.

Altalanosan, ha adott k szamu halmaz: 4 1 Aay ooy Ay, ak-
kor Ay x A, x...x Ay-val jeloljik ésaz A,, A,, ..., A, halma-
zok direkt vagy Descartes-féle szorzatanak nevezziik az 6sz-
szes olyan rendezett k-asok halmazat, amelyeknek kompo-
nensei sorra az A,, A,, ..., A, halmazabél valdk:

A XAy x... XA, =
= {(al, Ay ...y ak)laiEAi,i= 1, 2,.-., k}

Abban a specialis esetben, amikor 4, =A,=...= A=A, az
AxAx...x A halmazt réviden igy jelsljiik : 4*.

Gyakorlé feladatok

1. Tegyiik fel, hogy | 4] = n és | B| = k. Allapitsuk meg A x B elemeinek
szamat!
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Megoldas:

F a pa 6 ¢t n-féleképpen valaszthat-

Ha |A| = n, akkor a parok els6 komponensét n er alaszthat-

juk. Mlivel |B| = k, minden els6 komponenshe; még k dara? kiilonbozd

masodik komponens valaszthat6. Ez tehat azt Jel§ntl. hogy osszesen_n;k

kiilonbozé rendezett part tudunk képezni az A és B halmaz elemeibdl,
tehat

|Ax B| =n-k.
Abban a specialis esetben tehat, amikor A=B és |A| = n,
| 42| = n.

2. Legyen |A,|=n,, [A,] =ny. . [Ad=n Allapitsuk meg A, x
x A, x...x A, elemeinek szamat!

Megoldads :

Az el6zé feladat szerint k=2 esetén a szorzalhal'maz'ele'meinels §Zéma a
tényezOk elemei szamanak szorzata. k-ra vonatkpzo telj'es mdukcnova}l iga-
zoljuk, hogy ez az allitas k > 2 esetén is igaz. Mwel} tudjuk, hc?’gy“a.z. a]’l'ngs
k =2-re fennall. elég megmutatni, hogy k>2 esetén (k— l)—ro] oroklod1'!<
k-ra is. Tegyiik fel, hogy (k — 1)-re igaz az allitas. Megmutatjuk, hogy ebbdl
kovetkezik az allitas k-ra is. ' '

Nyilvanvalo, hogy az A; x Ay x ... x A, X Ay halmazngk ugyan’am?yl
eleme van, mint az (4, x A, X ... X A, _ ) x A, halmazna!(. hylsze’n a k"et ha.!-
maz elemei kozott kdlesdndsen egyértelmi megfeleltetés létesithetd a ko-
vetkez6 modon: az

(A g G ) EA X Ay X X A X Ay
elemnek megfeleltetjitk az
(@ys e o @) @) E(Ag X Ay X X A () X Ay
elemet. Azt mar tudjuk, hogy
(A x Ay x ... x A ) x Al = | A, x Ayx...x Ay 1Al
Az indukcios feltevés szerint
[A,; x Ayx.ox Ag_ | = A 1 Ag ] [ Ay L
igy tehat
A, x Ayx...x Al = A || Ay ] Al = nyny..ony
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Térjiink vissza még réviden a példaként valasztott (I1) bi-
zonyitasban szerepld predikatumokra. Az alaphalmaz az N,
a termeszetes szamok halmaza. Lattuk, hogy példaul az ,x
osztdja y” nyitott mondat két valtozdja helyére N elemeit
helyettesitve igaz vagy hamis allitasokat kapunk. Ugy te-
kinthetjiik tehat a predikatumot, hogy az N x N halmazt le-
képezi az igaz, hamis logikai értékek halmazaba, az {i, h)
halmazba. A predikatumot egyértelmiien jellemezhetjiik az
N x N halmaznak azzal a részhalmazaval, amelynek elemei-
hez az igaz logikai értéket rendeli. Megallapodunk abban,
hogy az N x N halmaznak ezt a részhalmazat az ,,x osztoja
V" relacionak nevezziik.

Hasonlé modon, az ,x és y kozds osztdja z"-t nyitott
mondatkeént tekintve, az x, y és z helyére N elemeit helyette-
sitjiik. Igy igaz vagy hamis allitasokat kapunk. A predikatu-
mot ebben az esetben is egyértelmilen jellemezhetjiik az
N xNxN = N3 halmaznak azzal a részhalmazaval, amely-
nek elemeihez az igaz logikai értéket rendeli hozza. Az N3
halmaznak ezt a részhalmazat az ,,x és y kozos osztoja z” re-
lacionak nevezziik.

Harmadik példaként az (I) bizonyitasbdl valasszunk ki
egy nyitott mondatot: ,,az x egyenes illeszkedik az Y sikra”.
Ha E jeloli a tér egyeneseinek, S a sikoknak a halmazat, ak-
kor itt is nyilvanvalo, hogy az x helyére E, Y helyére S eleme-
it helyettesitve igaz vagy hamis allitasokat kapunk. A megfe-
leld predikatumot ismét egyértelmten jellemezhetjiik az
E x S halmaznak azzal a részhalmazaval, amelynek elemei-
hez az igaz logikai értéket rendeli, ezt a részhalmazt az ,x
egyenes illeszkedik az Y sikra” relacionak nevezziik.

Végiil még egy példaként alaphalmaznak valasszuk az
N halmazt és predikatumnak az ,,x primszam” nyitott mon-
dathoz tartozot. Vilagos, hogy itt x helyére N elemeit helyet-
tesitve igaz, ill. hamis allitasokat kapunk és az ,,x primszam”
relacidt azonosithatjuk a primszamok halmazaval, azaz
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N-nek azzal a részhalmazaval, amelynek elemeire a nyitott
mondat igaz lesz.

Definicioként altalaban megallapodunk abban, hogy ha
Ay, A, ..., Ay tetszOleges nem lires halquok, akqu az
A x Ay x...x A, halmaz tetszbleges K reszhalmazgt az
Ay, A, ..., A halmazok elemei kiozott ertel_mgzett,k-valtozos
reldciénak nevezzitk. A megallapodas szerint tehat a mate-
matikaban tetszdleges o= Ay X Ay x...x A, egy k-valtozos
relacio. Azt mondjuk, hogy az a, € Ay, a,€ A,, ..., 4 € A,
elemek ko6zott fennall a ¢ relacio, ha

(apaz ... aq)€0,
és nem all fenn a  relacio, ha
(@, asz ..., a) €0

Az alkalmazasokban igen gyakori eset, hogy A, = 4, =
=...= A, = A. Ekkor a g A" halmazrél azt .r’nondjuk,
hogy az A halmazon értelmezett k-valtozos relacio.

Megjegyzések. 1. Szokas a relacio fogalmat a kovetkezd rendezett pé'r-
ral is definialni: (0o A, xAyx...x A, ahol gcA'1 .><'A2 X...X A, és
A, ..., A, egyike sem iires. Ebben az esetben ¢-t a reldcioé grdfjdnak neve-
Zlki. Egy masik, szintén szokasos definicio airelf'lc‘i'éra} a kovetkez6: -

az A, A, ..., A, nem iires halmazok elemei k6z6tt ert[e‘lm?zett Q rpl,ac[o
olyan fiiggvény, amely az A, x 4, X... X A.,f ha’lmazt az {i, h} logikai érté-
kekbdl 4lld halmazba képezi le. Rovid jeloléssel:

0 A x Ay x...x A = {i, h}.

Ezt a definiciét olyankor hasznaljak, amikor a ﬁjggvény} algpfogalomnak
tekintik, vagy legalabbis nem a relaci6 fogalmara vez;tlk vissza.

Az igy definialt relaciot néha logikai fiiggvénynek is 'n,eve"z1k (,tl. olyan
fiiggvény, amelynek értékei logikai értékek). Ezt a definiciot tobb izben ne-
kiink is kényelmes lesz hasznalni. _

Mindkét most emlitett definiciorél nyilvanvalo, hogy ekvivalens az el-
s6ként megadott definicioval.
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Gyakorlo feladatok

3. Hatarozzuk meg az A véges halmazon értelmezett

a) kétvaltozos,
b) k-valtozés relaciok szamat, ha |4| = n.

Megoldas :

a) Tudjuk, hogy ha | 4| = n, akkor | 42| = n%. Az A halmazon annyi
kétvaltozos relacio adhat6d meg, ahany részhalmaza van A2-nek. Az 1. feje-
zet 1. feladata szerint A%-nek 2"* részhalmaza van, tehat az 4 halmazon
osszesen 2" kétvaltozos relacio van.

h) Mivel |A*| = n*.igy az a ) részben kovetett gondolatmenet szerint az

A halmazon 2™ szamu k-valtozos relacio van.

4. Tegyiik fel, hogy |4, | = n,, |A,| = n,, ..., |A,| = n,. Hany kiilonbo-
z8 relacio van az A, A,, ..., A, halmazok elemei koz6tt?

Megoldads :

Mivel a 2. gyakorlé feladat eredménye szerint
[Ayx Ay ... X A = nyn,...ny,

€s annyi kiilonbozd relacio adhaté meg az 4, A,, ..., 4, halmazok elemei
ko6zott, ahany részhalmaza van az 4, x 4, x ... x A, halmaznak, ezért a re-
laciok szama:

AR TR

A bevezetd példakban lattuk, hogy a ,minden...” és a
»van olyan...” kifejezéseknek is fontos szerepiik van a mate-
matikai allitasok szerkezetében. A ,minden...” rovid jelolé-
sére bevezetjik a kovetkezd szimbolumot: V, a ,van
olyan...” jelolésére pedig a 3 jelet. Ezeket igy olvassuk: V:
»~minden”, 3: ,van olyan”.

A logikaban a V-t univerzalis (altalanos) kvantorjelnek, a
3-t egzisztencialis (Iétezési) kvantorjelnek hivjuk. A kvantor
sz0 arra utal, hogy a jelek az utanuk 4ll6 kifejezések mennyi-
segére vonatkoznak. Egyeldre roviditésként hasznaljuk eze-
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ket a jeleket és pontos logikai értelmiikre hamarosan vissza-
tériink.

Az eddigi eszkozeinkkel megfogalmazhatunk egy olyan
nyelvet, amelyen mar ki lehet fejezni a matematikai bizonyi-
tasok, allitasok ,fmomszerkezetét”. El6készitésként nézziink
két példat.

frjuk le a kovetkezd szamelméleti allitasok pontos szerke-
zetét:

a) ,Minden primszamnal van nagyobb” (azaz a primsza-
mok szama végtelen);

b) ..Minden a és b pozitiv egész szamhoz van olyan ¢ és r
természetes szam, hogy r<bésa=hb-q+r.”

Az a) allitas vizsgalatakor lathato, hogy célszerii bevezet-
ni egy jelolést a ,,primszam” egyvaltozos relaciora vagy tu-
lajdonsagra. Legyen ez P és a szokasos moédon hasznaljuk
a természetes szamok korében értelmezett < relacio jelét.
Ezekkel és logikai jelekkel igy irhatjuk le az a) allitas szer-
kezetét:

Vx(P(x) = 3y(x < y A P(y)).

A kapott jelsorozatot igy olvassuk: minden x-re igaz, hogy
ha P(x) (azaz x prim), akkor van olyan y, hogy x kisebb y-nal
és P(y) (azaz y is prim). Lathato, hogy éppen az a) allitast
kaptuk, kicsit koriilményesebben, de pontos, vilagos logikai
szerkezettel megfogalmazva.

A b) allitas szerkezetét a kovetkezd jelsorozattal irhat-
juk le:

Vav¥b((a>0Ab>0) » IgIr(r<bra = b-q+r)).

”

Ebben és az €l6z6 allitasban is az x, y, a, b, g, r szimbolumok
valtozojelek. Példainkban ezek a természetes szamok N
alaphalmazara vonatkoznak.

Lathato tehat, hogy matematikai allitasok logikai szerke-
zetének leirasahoz a kovetkezd tipusu jelekre van sziiksé-
giink : valtozodjelek, konstansok jelei (pl. 0), fiiggvényjelek (pl.
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+, ), relaciojelek (pl. P, <, =), logikai jelek (pl. 71, A, =, V)
és zardjelek (ezeket segédjeleknek hivjuk). Vilagos, hogy a
matematika mas teriiletein (pl. a geometriaban, az analizis-
ben) az allitasok szerkezetének leirasahoz mas fiiggvényjele-
ket, ill. relaciojeleket is be kell venni a nyelvbe, ill. ugyan-
azok a jelek mas relaciokat, ill. fuggvényeket jelolhetnek.
Fontos megkiilonboztetni egymastol a kovetkezékben a re-
laciokat és relaciojeleket, ill. a fiiggvényeket és fiiggvényjele-
ket, altalaban a jeleket és a jelolt objektumokat. El8szor fog-
lalkozzunk most a jelekkel magukkal, azaz a logikai nyelv
szintaktikajaval (alaktanaval), igy tehat a nyelv formai szer-
kezetét kell tisztazni. A jelek, jelsorozatok jelentésével, értel-
mével késobb foglalkozunk.

Elsérendii nyelvnek fogjuk nevezni a kovetkezd tipusu je-
lekbdl allo jelhalmazt:

valtozojelek (x, y, z, xy, y1, 2, stb.);

konstansjelek ;

fuggvényjelek (f, g, h, ...), mindegyik fuggvényjelhez el&ir-
va gondoljuk, hogy hany valtozos fliggvényt jelolhet;

relaciojelek (P, Q, R, ...), mindegyik relaciojelhez itt is el6-
irva gondoljuk, hogy hany valtozos relaciot jelolhet;

logikai jelek (71, A, v, =, <, 3, V);

segédjelek (( ,.kezd6zardjel”, ) ,végzarojel” és , ,,vesszd™).

Egyel6re nem rogzitjiik le pontosan a valtozdjeleket,
konstansjeleket, fliggvényjeleket, relaciojeleket. Ezek nyelv-
rél nyelvre valtozhatnak és a nyelv konkrét célra valo alkal-
mazasakor mindig rogzitjiik ezeket. Ugy tekinthetjiik, hogy
most egyszerre egy ,nyelvcsaladot”, sok konkrét nyelvet
vizsgalunk. Minden nyelvhez hozzatartoznak majd a valto-
zbjelek, a logikai jelek ¢és a segédjelek.

A nyelv jeleibdl ,értelmes” jelsorozatokat akarunk készi-
teni, ezekkel akarjuk a matematikai allitasok szerkezetét le-
irni. Két, kiilonboz6 jellegii értelmes jelsorozatra lesz sziik-
ségiink. A kifejezésekre (ilyenek pl.: f(x, y,2), 0, x+y) és a
formulékra (ilyenek pl.: P(x), Yx3yx <y, x=y).
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Kifejezések a kovetkezOk lehetnek: barmely valtozodjel,
barmely konstansjel, végiil barmely olyan jelsorozat, amely
fliggvényijellel kezdédik és azutan zarojelben, vesszokkel el-
valasztva annyi kifejezés kovetkezik, ahany valtozos fligg-
vényjelrdl van sz6 (kétvaltozos fiiggvényjelek esetében gyak-
ran f(k,, k,) helyett ezt irjuk: k, fk,).

A formuldk ,,épitékovei” a primformuldk. Ezek egy relacio-
jellel kezdédnek és ezutan zardjelben annyi kifejezés kovet-
kezik — vesszOkkel elvalasztva — ahany valtozos relaciojelrol
van sz6 (kétvaltozos relaciok esetén R(ky, k) helyett gyak-
ran ezt irjuk: k,Rk,).

Ha a és f formulak, akkor (a), (2 A B), (o v B), (a—pf) és
(xe>p) is formulak.

Végiil, ha a formula és x egy valtozodjel, akkor Vxo és Ixa
is formulak.

A legkiilsé zardjelet rendszerint elhagyjuk a formulabol és az egymas
utan alkalmazott 71 jeleket is elég egy zardjellel jelolni (pl.: 3xP(x) A
A IxQ(x) vagy 71 71(P(x, ¥) = R(x, z))).

Foglalkozzunk most a formulak és kifejezések értelmével,
Jjelentésével! Vilagos, hogy egy nyelvet azért hozunk létre,
hogy valamirél beszéljiink ezen a nyelven. Az elsérendii
adhatjuk meg. E16szor is meg kell mondanunk azt az A4 alap-
halmazt, amelynek elemeirdl szolnak az allitasok (pl. a ter-
mészetes szamok N halmaza). Errél mindig kikotjiik, hogy
nem iires. A valtozojelek az A elemeibdl vehetik fel értékii-
ket. A konstansokrol rogziteni kell, hogy az 4 alaphalmaz
melyik elemét jelolik. A nyelv fliggvényjeleihez is ki kell je-
16Ini sorra egy-egy A halmazon értelmezett, A-beli értékeket
felvevé konkrét fiiggvényt, amit az adott Osszefiiggésben ez a
jel jelol. Természetesen mindig tigyelni kell arra, hogy annyi
valtozos fiiggvényt jeloljiink ki, ahany valtozos fliggvényjel-
rél van sz6 (pl. a + jelolje az N-en értelmezett dsszeadast).
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Hasonloképpen, a nyelv relaciojeleihez hozzarendeliink az
A halmazon értelmezett, megfeleld valtozos relaciokat. Ezzel
megadtuk a nyelv jeleinek értelmét.

A kifejezések jelentését most mar konnyen megadhatjuk.
Barmelyik konkrét kifejezés értéke — ha ideiglenesen a valto-
zok értékeét is rogzitjiik — nyilvan egy A-beli elem lesz.

A formulak értékének kiszamitasakor a kovetkezéképpen
jarunk el. A primformulakrol — bérmely rogzitett valtozdér-
tékek mellett — el tudjuk donteni, hogy igaz vagy hamis érté-
ket vesznek-e fel. A 71, A, v, —, < miveleti definicidinak
felhasznalasaval az ezekkel a muve]etekkel felépiilé formu-
lak logikai értékét is meg tudjuk hatarozni, ha ismerjik a
komponensek logikai értékét. Egy Vxa alaku formula értéké-
nek megallapitasakor a kovetkez6 modon jarunk el. Meg-
vizsgaljuk az a formula értékét az x valtozé minden szdba
jOhet6 értékére, és ha ez mindig igaz, akkor Vxa értéke le-
gyen igaz, egyébként pedig hamis. Egy 3xa alaka formula ér-
tékét igy allapitjuk meg: az a formula értékét megvizsgaljuk
az x valtozo minden szoba jovo értékére. Ha ez mindig ha-
mis, akkor 3xa értéke legyen hamis, egyébként pedig igaz.

Gyakorlo feladatok

5. Valasszuk példaként azt a nyelvet, amelyben a segédjeleken és logikai
jeleken kiviil egyetlen kétvaltozos relacidjel van: <. A nyelv kovetkezd
formulait vizsgaljuk:

a) Vx3y(x <)
b) IxVy(x =y);
¢) IyVx(x =)
d) VYyix(x < »);
e) Vxvydz(x <y - (x < zAZ <))
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Allapitsuk meg a formulak értékét a kovetkezd interpretaciok esetén:

(I) Alaphalmaz N és < jelenti a természetes szamok szokasos rendezé-
sét.

(I1) Alaphalmaz Q (a racionalis szamok halmaza) és < jelenti a racio-
nalis szamok szokasos rendezését.

Megoldas :

El6szor az (1) interpretacio esetében allapitsuk meg a formulak értékét!

a) Az allitas igaz, azt fejezi ki, hogy minden természetes szamnal van
nagyobb (a természetes szamok halmaza végtelen).

b) Az allitas igaz, azt fejezi ki, hogy van olyan természetes szam, amely-
nél minden mas természetes szam nagyobb, ilyen nyilvan a 0.

¢ ) Az allitas hamis, mert nincs olyan természetes szam, amelyik minden
masnal nagyobb.

d ) Az allitas hamis, mert a O-ra nem igaz, hogy van nala kisebb termé-
szetes szam.

¢) Az allitas hamis, mert vannak szomszédos természetes szamok, ame-
lyek ko6zott nincs masik.

A (I1) interpretacio esetén:

« ) Az allitas igaz, mert minden racionalis szamnal van nagyobb racio-
nalis szam.

b ) Az allitas hamis, mert minden racionalis szamnal van kisebb. nincs
legkisebb racionalis szam.

¢) Az allitas hamis, mert nincs legnagyobb racionalis szam.

d ) Az allitas igaz, mert minden racionalis szamnal van kisebb.

e) Az allitas igaz, mert barmely két kiillonbdz6 racionalis szam kozott
van racionalis szam (példaul a kettd szamtani kozepe).

Erdemes 6sszefoglalni a két interpretacioban kapott logikai ertekeke(

a) bh) ¢) d) e)
(1] i i h h h
(1D i h h i i

6. Egy els6érend(i nyelv jelei legyenek a kovetkezok: egy konstans jel: ¢,
egy kétvaltozos fiiggvényjel: f. egy egyvaltozos relaciojel: P és egy kétval-
tozos relacidjel: =, tovabba a logikai jelek és a segédjelek. A nyelv kovet-
kezd kifejezéseit és formulait vizsgaljuk:

a) flx o)

b) Vx3ArP(f(x.y)):

[39)
(3]
wn
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) flxy) = fyx);
d) Vz3u(f(x, v) = 2).

A kdvetkezd két interpretacioban adjuk meg a felsorolt kifejezések és for-
mulak értékét:

] (I A; :alaphalmaz: D;:{0,1,2],¢,:0, P,: {0, 2], = jelentse az azonos-
sggrelacnot D-n, azaz = : {(0,0), (1, 1), (2, 2)} végiil f,-et a kdvetkezd tab-
lazattal definialjuk:

H

(I1) Az alaphalmaz: D, ugyanaz, mint Dycyy:2, Py {1}, = ittis je-
lentse az azonossagrelaciot és Ji1-et a kovetkezd tablazattal értelmezziik -

S o] 1]

o — o>
o — Ol

1o —|—
9 — NN

(89

893 _—
fe=) <
[ —
18] 891

Megyoldads :

_ Yélgsszuk most azt az utat, hogy parhuzamosan értékeljiik ki az egyes
kifejezéseket, ill. formulakat az (I) és (I1) interpretacioban:

a) X I Jilx, ¢y) | Jilx, ¢qy)
0 0 0
1 1 2
2 2 2

b) E16§26r irj}lk fela P(f(x, y)) formulahoz tartozod kétvaltozos relacio-
k?.t az (I), ill. (II) interpretacidban, azaz soroljuk fel egy-egy halmaz elemei-
ként azokat a D x D elemeket, amelyre a formula értéke igaz lesz:

Py(/i(x. ¥)) = {(0,0), (0, 2), (1, 1), (2, 0). (2, 2)},
Pii(fii(x ) = (L)}

226

A b) formula értéke (II)-ben igaz, mert D minden eleme el6fordul elsé
komponensként a relacioban. A (II) interpretacidban b ) értéke hamis, mert
itt a 0 és a 2 nem fordul el6 elsé komponensként a relacioban.

¢) A formula adott x és y érték mellett akkor és csak akkor igaz, ha az
(x, y) és (v, x) helyen a fiiggvény értéke egyenl6. A két parnak megfeleld
fiiggvényértékek a ,f6atlora” szimmetrikusan helyezkednek el. igy a for-
mula értéke minden olyan helyen igaz, amelyre fennall, hogy a ,.f6atlora”
szimmetrikus helyeken ugyanazok az elemek allnak. Mivel f| és f;, defini-
cidja is olyan, hogy a tablazat a ,f6atlora” szimmetrikus, ezért a formula
mindkét interpretacioban, minden x és y mellett igaz értéki lesz.

d) Ittismét x-tdl fiigg a formula értéke, amelyet az f; és f,, definicioja-
bal allapithatunk meg:

A gyakorlo feladatokban kapott eredmények alapjan vila-
gos, hogy egy rogzitett nyelv kifejezéseinek és formulainak
értéke lényegesen fliigg az interpretaciotol, méghozza nem
csak az alaphalmazt6l, hanem a konstansok, a fiiggvényjelek
és a relacidjelek jelentésétél. Ha egy adott interpretaciot is
rogzitiink, akkor a kifejezések értéke mar csak a valtozok ér-
tékétol fiigg, igy egy kifejezés egy rogzitett interpretacioban
annyi valtozos fliggvényt ad meg, ahany valtozo szerepel a
felépitésében. Azoknak a formulaknak az értéke, amelyek-
ben vannak olyan valtozok, amelyekre nem vonatkozik
kvantor, szintén fiigg a valtozok értékétdl (pl. a 6. gyakorlod
feladatban c) és d)). Az olyan formulak értéke, amelyekben
minden valtozojelre valamilyen kvantor vonatkozik, mar
rogzitett, nem fiigg a valtozok értékétdl, vagy igaz, vagy ha-
mis. Az ilyen formulak fejezik ki az allitasokat (pl. az 5. gya-
korlo feladat formulai, vagy a 6. b )). Ennek megfeleléen ve-
zetjiikk be a kovetkezd elnevezéseket:

Egy kifejezésben vagy formulaban egy valtozo olyan el6-
fordulasat, amelyre nem vonatkozik kvantor, szabadnak ne-
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vezziik, az olyan el6fordulasat, amelyre kvantor vonatkozik

(masképpen, kvantor hataskorében szerepel) kotottnek ne-
vezziik.

Példaul a VxP(x) — Q(x, y) formulaban az x elsé és masodik eléfordu-
lasa kotott, mig a harmadik elfordulasa szabad (hiszen erre nem vo-
natkozik az univerzalis kvantor); az y valtozé eléfordulasa szabad. A
Vx(P(x)—Q(x)) formulaban az x minden el6fordulasa kotott.

Az olyan formulat, amelyben minden valtozé minden el3-
fordulasa kotott, zdrt formuldnak nevezziik, mig az olyan
formulat, amelyben van szabadon eléfordul6 valtozo, nyitott
formuldnak.

Zart formulak példaul: Vx3yR(x, y). Vx3WVz(f(x, y) = z): nyitott formu-
lak példaul: VxP(x) A Q(x), f(x, y) = z, 3yR(x, y), Q,(x, y, 2).

Megjegyezziik még, hogy az ,.elsérend nyelv” és az ,,elsd-
rendi logika” elnevezésekben az ,.elsérendii” jelzé arra utal,
hogy ebben a nyelvben csak olyan kvantorokat hasznalunk,
amelyek valtozojelekre vonatkoznak (pontosabban, csak
olyan valtozojelekre, amely valtozok az interpretacidban az
alaphalmaz elemeibdl vehetik értékiiket). Kidolgoztak olyan
logikai nyelveket, amelyekben relaciojelekre vonatkozod
kvantorok is vannak. Ezekben természetesen olyan valtozo-
jelek is eléfordulnak, amelyek tetszéleges relacidkat jelent-
hetnek. Ezekkel ebben a konyvben nem foglalkozunk.

Feladatok

1. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B és C halmazokra fenn-
allnak a kovetkez6 azonossagok:

a) (AUB)xC = (Ax C)u(Bx C);
b) (AnB)x C = (A% C)n(Bx C);
c) (A—B)xC =(AxC)—(Bx ().
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2. Egy elsérendii nyelvben a logikai és segédjeleken kiviil
legyen egy kétvaltozos fiiggvényjel: f, és két kétvaltozos rela-
cidjel: | és =. A nyelv egy interpretaciojaban legyen az alap-
halmaz N* (a pozitiv egész szamok halmaza), f jelolje a két
szam legnagyobb kozos OSZtO_]at | az oszthatosag relaciot és

= jelentése legyen az azonossag. Allapitsuk meg ebben az
interpretacioban a nyelv kovetkez6 formulainak logikai ér-
tekeét:

a) Vx3y(x|y);
b) VYxVy(x|y)
¢) IxVy(x|y);
d) 3Ixy(x|y);
e) VxVWz(f(x,y) = z);
f)Yx3WV(f(x, y) = 2);
g) VxVzI(f(x,y) = z);
h) Vz3x3y(f(x, y) = 2)

3. A kovetkezd matematikai allitasok logikai forditasanak
elkészitéséhez adjunk meg alkalmas elsérendd nyelvet és ir-
juk fel az allitasok logikai szerkezetét kifejez6 formulakat:

a) Minden, 1-nél nagyobb egész szamnak van primosz-
tdja;

b) Ha egy egyenes merdleges egy S sikra illeszkedd két
nem parhuzamos egyenesre, akkor merdleges minden olyan
egyenesre, amely illeszkedik az S sikra; .

¢) Minden val6s egyiitthatés harmadfoku polinomnak
van gyoke a valos szamok korében.

4. Adjunk meg olyan elsérendl nyelvet, amely alkalma}s a
rokonsagi relaciok egy részének formulakkal valo leirésara.
Vegyiink fel a .né”, ,hazastarsak”, ,gyermeke” relacioknak
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megfeleld relaciojeleket és fejezziik ki a kapott nyelv formu-
laival a kovetkezd rokonsagi relaciokat:

a) ,anyja”;

b) .testvére”;

¢) ,nagyapja”;

d) ,,unokatestvére”;

e) ,,aposa”.

2. Modellek, azonossagok, azonosan igaz formulak,
kovetkeztetési szabalyok

A logika és igy a matematikai logika feladata is altala-
nos gondolkodasi torvények, kovetkeztetési sémak elemzése.
A kovetkezdkben a célunk megfogalmazni, hogy az elsbren-
di logikaban mikor tekintiink két formulat logikailag ekvi-
valensnek vagy azonosnak, ill. mikor tekintiink egy formulat
azonosan igaznak. Ezeknek az eszk6zoknek a birtokaban
azutan mar konnyi lesz megfogalmazni a helyes kovetkezte-
tési szabalyok fogalmat.

A kovetkezokben (ebben a részben) rogzitettnek gondo-
lunk egy L elsérendi nyelvet és az L nyelv jeleibdl felépiild
kifejezések, ill. formulak korében vizsgalodunk. Erdemes
észrevenni, hogyha az L nyelv kifejezéseit és formulait in-
terpretaljuk, akkor a nemiires 4 alaphalmaz kijelolése mel-
lett mindig annyi konstanst kell kijelolniink A4-ban, ahany
konstans jel van L-ben. Az L-beli fiiggvényjelek és relacioje-
lek szintén egyértelmlien megadjak, hogy hany darab és
hany valtozos relaciot és fiiggvényt kell megadnunk az
A halmazon. Megallapodunk abban, hogy az 4 alaphalmazt
a kijelolt konstansokkal, fiiggvényekkel és relaciokkal
egyiitt strukturanak nevezziik. Az igy kapott struktira jelolé-
sére vezessiik be az A jelet. Lathato tehat, hogy L rogzitése
az L formulai és kifejezései interpretalasara alkalmas struk-
turabol egyértelmien meghatarozza a konstansok, a fiiggvé-
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nyek, a relaciok szamat és azt, hogy az egyes fliggvények €s a
relaciok hany valtozosak. Ezt az elGirast roviden az A struk-
tara tipusanak nevezziik. Azt mondhatjuk tehat, hogy L
meghatarozza az interpretalasra alkalmas A struktira tipu-
sat. Fontos azt is latni, hogy L rogzitése mellett szabadon
valaszthaté meg az A struktira A4 alaphalmaza (azzal a ki-
kotéssel, hogy A=+ 0), és maguk a konstansok, a relaciok és a
fiiggvények is (természetesen a struktura tipusanak figyelem-
bevételével). A valtozdjelek — amik minden nyelvhez hozza-
tartoznak — csak az A struktura A alaphalmazabol vehetik
értékiiket. Csupan ennyi kikotés vonatkozik rajuk (tehat
ezek rogzitése nem tartozik a struktirahoz, csupan a formu-
lak és kifejezések értékének meghatarozasakor kell a meg-
adott modon eljarni).

Azt mondjuk, hogy az L nyelv egy ¢ formuldja igaz az
A strukturdn, vagy masképpen A modellje ¢p-nek, ha a ¢-ben
szabadon eléfordulo valtozok értékét barhogyan rogzitve A-
ban, ¢ értéke minden esetben igaz lesz. Azt, hogy A modellje
@-nek, roviden igy jeloljiik:

NS

Gyakorlo feladat

7. Az L nyelv - a szokasos jeleken kiviil - alljon egy kétvaltozés fiigg-
vényjelbdl: +, és két kétvaltozos relaciojelbdl: = és <. Az L-nek megfele-
16 A struktura alaphalmaza legyen a racionalis szamok Q halmaza, a
+-nak feleljen meg az 8sszeadas, az = és < relaciojelek jelentése legyen a
szokésos azonossagrelacio, ill. a rendezés Q-n. Igazoljuk, hogy a kdvetke-
z6 formulaknak A modellje:

a) x+y=y+x;
b) x<y->x+z<y+z;
¢) VxVyIz(x+z =y).
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Megoldas :

a) Tudjuk, hogy az Gsszeadas a racionalis szamok kdrében kommuta-
tiv. Ez azt jelenti, hogy akarhogyan is valasztjuk meg Q-bol x és Vértékét,
az = jel jobb és bal oldalan ugyanazt a racionalis szamot kapjuk, tehat a
formula értéke igaz. Ez azt jelenti. hogy

EAX+ VY = Vv+x

b) A formula az A struktiran azt fejezi ki, hogy a racionalis szimok k&-
rében értelmezett Gsszeadas szigortian monoton, azaz, ha nagyobb szam-
hoz adjuk hozza ugyanazt a szamot, akkor nagyobb szamot kapunk. Tud-
Juk. hogy ez az allitas igaz, ezért barhogyan is rogzitjiik x, y és = értékét
Q-bol, valahanyszor az implikacio elétagja igaz, az utotag is igaz lesz,
tehat:

FAX < V-oXx+I<y+r

¢) A formulat az A strukturan értelmezve azt fejezi ki, hogy az dssze-
adasnak van inverz miivelete, azaz barhogyan rogzitjiik x és v értékét
Q-ban, mindig van olyan racionalis szam, amit x értékéhez adva, v értékét
kapjuk. Ez a kvantorok hasznalatara vonatkozo megallapodasunk alapjan
azt jelenti, hogy a formula A-n igaz, tehat

=AYV Iz (x4 = ).

Az el6z0 6. gyakorlo feladat a) és b ) részében azt tapasztal-
tuk, hogy az ott szerepld formulak - bar szabad valtozokat
tartalmaztak - az adott struktaran igazak voltak. Ez az uni-
verzalis kvantor értékelésére vonatkozod megallapodasunk
alapjan azt jelenti, hogy ezek a formulak is igazak az
A strukturan, amit az el6z6kbd! ugy kapunk, hogy a szabad
valtozokat univerzalis kvantorral kotjiik le. Az el6zé meg-
allapitas altalaban is igaz, tehat ha ¢ egy olyan formula,
amelyben az x,, x,,..., x, valtozok fordulnak el szaba-
don, és

= .0,
akkor az is igaz, hogy

= VX, VX, Vx,0.

Az L elsérendi nyelv egy ¢ formuldjdt azonosan igaznak
(logikai igazsagnak) nevezziik, ha barmely (az L-I,lek mqgf'(.a.le-
18) strukturdn igaz. Azt, hogy ¢ azonosan igaz, igy jeloljik:

= Q.

A @, és @, formulakrol akkor mondjuk, hogy.ekvivaler’l-
sek, ha mindkett ugyanazokon a struktﬁrékqn.lgaz,’tehat
ha minden olyan struktiran, amin ¢, igaz, ¢, is 1gaz, €s for-
ditva. Ha ¢, és ¢, ekvivalens, azt igy fogjuk jelolni:

P1=0;.
A definiciokbol vilagos, hogy ¢, = ¢, akkor és csak akkor
igaz, ha =¢,0,. ]
Az egyszerlﬁség kedvéért a kovetkezd gyakorlatokban te-

gyiik fel, hogy az L nyelvben szerepelnek a P, Q egyvaltozos
és R kétvaltozos relaciojelek.

Gyakorlé feladatok

8. Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat:
a) TIVxP(x) = 3x1P(x);
b) T13xP(x) = Vx1P(x);
¢) T13IxIP(x) = VxP(x);
d) TIVxT1P(x) = IxP(x).

Megoldas:

a) Tegyiik fel, hogy egy megfeleld tipusu A §trukturap iga; TIVxP(x).
Ekkor a negacio definicioja alapjan VxP(x) hamis, ez azt jelenti, hogy P(x)
az A alaphalmaznak nem minden elemére igaz, tehat van Ajn:alf,(‘)lyan e}e-
me, amelyre T1P(x) igaz. [gy az egzisztencialis kvantor deﬁmcl,OJa szer}nl
Ix 1P(x) igaz. Az okoskodas megfordithato. igy az azonossag fennall.

bh) Tegyiik fel, hogy az A struktiran 713xP(x) igaz. Ekkpr 3xP(x) ha-
mis, tehat P(x) az A minden elemére hamis, de ez azt jelenti, hogy 71P(x)
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minden elemre igaz, tehat Vx 71P(x) igaz. Az okoskodas megfordithato, te-
hat az azonossag helyes.

¢) Alkalmazzuk a b)-ben igazolt azonossagot P helyett —1P-re és hasz-
naljuk fel, hogy =1 71P(x)= P(x). Igy éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

d) Az a) azonossagot hasznaljuk fel P helyett —1P-re, és ismét a kett3s
negacio torvényét alkalmazva a bizonyitando azonossagot kapjuk.

9. Igazoljuk a kovetkezd allitasokat:

a) Vx(P(x) A Q(x)) = YxP(x) AYxQ(x):
b)  3Ix(P(x) v Q(x)) = 3xP(x) v IxQ(x):
¢) = (VxP(x) v¥xQ(x)) = Vx(P(x) v Q(x)):
d) = Ax(P(x) A Q(x)) = (IxP(x) A IxQ(x)).

Megyoldas :

a) Tegyiik fel, hogy egy A struktiran igaz az azonossag bal oldalan allé
formula. Ez azt jelenti, hogy a P(x) A Q(x) formula az alaphalmaz minden
elemére igaz, de a konjunkcié definicioja szerint ez csak ugy lehet, ha P(x)
és Q(x) is igaz az alaphalmaz minden elemére, de akkor VxP(x) és VxQ(x)
igazak A-n, tehat a konjunkciéjuk, vagyis a jobb oldali formula is igaz.

Megforditva, ha a jobb oldalon all6 konjunkcié igaz, akkor VxP(x) és
VxQ(x) is igaz, de akkor P(x) és Q(x) is igaz az alaphalmaz tetszéleges ele-
mére. Ebbol kovetkezik, hogy a P(x) A Q(x) formula is igaz az alaphalmaz
minden elemére, tehat a ¥Yx(P(x) A Q(x)) formula igaz.

b) A bal oldalon all6 formula akkor és csak akkor hamis, ha P(x) v Q(x)
az A minden elemére hamis. Ez viszont akkor és csak akkor teljesiil, ha
P(x) és Q(x) is hamis értéket vesz fel 4 minden elemére. Az utobbi allitas
ekvivalens azzal, hogy 3xP(x) és 3xQ(x) is hamis, ami akkor és csak akkor
igaz, ha 3xP(x) v 3xQ(x) hamis.

¢) Azt kell megmutatni, hogy tetszleges - megfelelé tipusii - A struk-
turan igaz az implikacio, azaz az implikacié definicioja szerint minden
olyan struktiran, amin az eltag igaz, az utotag is igaz.

Tegyiik fel, hogy egy A strukturan VxP(x) v ¥xQ(x) igaz. A diszjunkcio
definicidja szerint ekkor YxP(x) és VxQ(x) koziil legalabb az egyik igaz, te-
hat P(x) és Q(x) koziil legalabb az egyik az alaphalmaz minden elemére
igaz értéket vesz fel. Ekkor azonban P(x)v Q(x) ismét csak a diszjunkcid
definicidja szerint az alaphalmaz minden elemére igaz. tehat a Vx(P(x) v
v Q(x)) formula értéke igaz A-n. »

d) Itt is azt kell megmutathi, hogy minden olyan strukturan, amin az
implikacio elbtagja igaz, az utétagja is igaz.
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Tegyiik fel, hogy A-n igaz EIx(P(x) A Q(x)). ,Ebbél .kovetkeznk, h]ogy
P(x) A Q(x) az alaphalmaznak nem minden elemére hamis, azaz van olyan
eleme A-nak, amire igaz. Erre az A4-beli elem?e akkor P(‘x) és Q(x) is igaz,
tehat az egzisztencialis kvantor értelrpe szerint IxP(x) is, meg IxQ(x) is
igaz, azaz a IxP(x) A IxQ(x) formlila igaz. A N

10. Igazoljuk, hogy a kovetkez6 formulak nem azonosan igazak:

a) Yx(P(x)vQ(x)) = (YxP(x) v VxQ(x));
b) (AxP(x) A IxQ(x)) = Ix(P(x) A Q(x)).

Megoldas :

Azt, hogy egy formula nem azonosan ig'a;, nyilvan agy igazolhauuk,
hogy megadunk egy megfeleld tipust struktirat, amelyen a formula hamis
erté fel. ’
enzk)eizglzen az A struktura alaphalmazg N, leelenFése legyen a ,,paros
szam” predikatumhoz tartozo relacio, Q jelentése pedig a .paratlan szam

ik al jellemzett relacio.
preg;:(élet:n;? ingerpretéci()ban az implikacid elc”atag_iz}, a Vx(P(x)rv Q(x))
nyilvan igaz, hiszen minden természetes szam vagy paros, vagy para(tjlian.

Az implikacié utétagja, a VxP(x) v VxQ(x) formula h)amls, mert a 1s'g-
junkcio mindkét tagja hamis. Ugyanis P(x) a pafatlan §zam9kra, Q(x) a pa-
ros szamokra hamis, tehat VxP(x) is és VxQ(x) is hamls. Mivel az implika-
cio elStagja igaz, utotagja hamis, a formu!a'ham¥s A-n.

b) Valasszuk A-nak ugyanazt a struktirat, mint az a) esetben.‘ ceic

Az implikacié eldtagja, a IxP(x) A E!x’Q(x)' igaz, mert a konj}ln l¢1o
mindkét tagja igaz, hiszen van paros szam is N-ben és van paratlan
Szazr:zlisr"npliké\.ci(') utétagja nyilvan hamis, hiszen a P(x) A Q(x) N mmdqn
elemére hamis, mivel egyik természetes szam sem lehet egyszerre paros €s
paratlan. A formula tehat A-n hamis. :

11. Igazoljuk a kdvetkezd allitasokat:

a) & VxP(x)— P(x);
b) &= P(x)— 3IxP(x);
c) &= V¥xP(x) > IxP(x).
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Megoldas :

a) Legyen A olyan struktara, amin az implikaci6 elétagja igaz. Ez azt
jelenti, hogy az alaphalmazon P(x) minden elemre igaz, tehat az utotag
igaz. Azt kaptuk tehat, hogy a formula értéke az x valtozé minden értékére
igaz A-n. Az eredmény azt mutatja, hogy a formula azonosan igaz.

bh) Legyen A tetszéleges struktura. Azt kell megmutatnunk, hogy ezen
az implikéci6 igaz. Ha az elStag az alaphalmaz valamely elemére hamis,
akkor az implikacio értéke az utdtagtol fiiggetleniil igaz. Ha az elétag vala-
mely elemre igaz, akkor az egzisztencialis kvantor értelmezése szerint az
utotag értéke igaz, igy a formula értéke ebben az esetben is igaz. A formula
tehat azonosan igaz.

¢) A kijelentéslogikabol tudjuk. hogy tetszdleges «, f, ; formulara, ha
x—f és f— igaz, akkor a—7 is igaz. Ezt alkalmazhatjuk itt is. Tetszéleges
struktirat is valasztunk. ezen a ) szerint VxP(x) — P(x)és b ) szerint P(x) —
— 3xP(x) is igaz, de akkor a VxP(x) —» IxP(x) is igaz, tehat az allitas
fennall.

12. Mutassuk meg, hogy

= IxVyR(x, y) = Vy3IxR(x, y),
de a
VyIxR(x, y) = IxXVyR(x, y)

formula nem azonosan igaz.

Megoldas :

Valasszunk egy tetszéleges megfeleld tipusti A struktirat és tegyiik
fel, hogy ezen az implikacio elStagja igaz. Ez azt jelenti, hogy az alaphal-
maznak van olyan eleme - jel6ljiink egy ilyet «,-lal - amelyre YyR(x. v) ér-
teke igaz. Ez utobbi azt jelenti, hogy az R(x, y) formula értéke az x helyére
ay-at téve az alaphalmaz tetszoleges elemére igaz. Ekkor azonban az eg-
zisztencialis kvantor jelentése szerint a IxR(x, y) formula értéke az alap-
halmaz tetsz6leges elemére igaz, tehat Vy3xR(x, y) igaz A-n. Eredményiink
azt jelenti, hogy

= IxVyR(x, y) - YyIxR(x, y).

Valasszuk most a kovetkezd struktarat: Az alaphalmaz legyen Q. a ra-
cionalis szamok halmaza, R-et pedig interpretaljuk ugy, hogy a szokasos
kisebb relaciot jelentse Q-n. Ekkor Vy3xR(x, y) értéke igaz, mert azt fejezi
ki, hogy minden racionalis szamnal van kisebb. A 3xVyR(x, y) formula ér-
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téke viszont hamis, mert azt mondja, hogy van olyan racionalis szém, ami-
nél barmelyik racionalis szam nagyobb. Ez az eredmény azt mutatja, hogy
a valasztott struktaran a

VyaxR(x, y) = IxVyR(x, y)

formula hamis, tehat nem lehet azonosan igaz.

A helyes kovetkeztetési szabaly definicidja itt, az els6ren-
di logikaban, formailag hasonlé6 modon adhaté meg, mint a
kijelentéslogikaban. Itt is egy tetszOlegesen rogzitett, elsd-
rend(i nyelv formulai korében értelmezziik a kovetkezmény-
fogalmat:

akkor mondjuk, hogy a ¢, @5, ..., ¢, formuldknak kévet-
kezménye a ¢ formula, ha tetszélegesen megadott — megfeleld
tipusti — A strukturdn és a @, ..., @y, @ formuldkban szabadon
eldfordulé vdltozok tetszdleges olyan rogzitett értéke mellett,
amelyre @, ¢,, ..., @, értéke igaz, a ¢ értéke is igaz. Azt,
hogy a ¢, @,, ..., ¢, formulaknak kovetkezménye a ¢ for-
mula, igy jeloljiik: ' '

@1 P2s - P = P

Gyakorlé feladatok

13. Igazoljuk a kovetkezd allitasokat (itt is, mint az elé;é!(ben, feltesz-
sziik, hogy a nyelv jelei kozott szerepelnek a P, Q, R relacidjelek):

a) Vx(P(x)=Q(x)),  P(x) = Q(x);
b)  P(x). Q(x) = 3x(P(x) A Q(x));
) ¥x(P(x)=Q(x)). Vx(Q(x)— R(x)) = Vx(P(x)=R(x)).

Megoldas :
a) Tegyiik fel, hogy az A struktiran és a P(x)-ben eléfordulé x szabad

valtozonak a € A4 értékére a ¥x(P(x)—Q(x)) és P(x) formulak igazak. Ekkor
az univerzalis kvantor definicioja szerint P(x)—Q(x) az 4 alaphalmaz min-
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den elemére, tehat a-ra is igaz. Mivel az implikacio elétagja is igaz a-ra,
ezért az utotag, a Q(x) formula is igaz a-ra, tehat a kovetkeztetési szabaly
helyes.

b) Tegyiik fel, hogy A olyan struktura, és a az alaphalmaznak olyan ele-
me, amelyre a két feltételformula igaz, igy az egzisztencialis kvantor értel-
me alapjan 3x(P(x) A Q(x)) is igaz, tehat a kovetkeztetés helyes.

¢) Vegyiik észre, hogy a kovetkeztetési sémaban csak zart formulak
vannak, igy elég megmutatni, hogy minden olyan A struktaran, amin a
premisszak igazak, a kovetkezmény is igaz.

Tegyiik fel, hogy a két premissza igaz egy megfeleld strukturan. Ekkor a
P(x)—Q(x) és Q(x)—R(x) formulak az alaphalmaz tetszéleges elemére iga-
zak, de az implikacionak a kijelentéslogikabol ismert tulajdonsaga miatt
ebbdl kdvetkezik, hogy a P(x)— R(x) implikacio is igaz az alaphalmaz tet-
szbleges elemére, tehat a Vx(P(x)— R(x)) formula igaz.

14. Igazoljuk, hogy a felsorolt kovetkeztetési szabalyok helyesek (fel-
tessziik, hogy olyan L nyelvvel foglalkozunk; amelyben van egy R-rel jelolt
kétvaltozos relacid):

a) VYxVYyR(x, ) = VxR(x, x):

b) V¥xR(x, x), VXV Wz((R(x, y) A R(y, z)) = R(x, 2)) =
= VXVy(R(x, y) = IR(y, X));

¢) VxViy(R(x, y) = R(y. x)),
VxVyW=((R(x, ¥) A R(y, 2)) = R(x, 2))
Vx3AyR(x, v) = VxR(x, x).

Megoldas :

a) Valasszunk egy megfelelS tipusi A strukturat és tegyiik fel, hogy
azon igaz a premissza, a VxVyR(x, y) formula. Ez azt jelenti, hogy a
VyR(x, ¥) formula az alaphalmaz tetszéleges u elemére igaz. Ismét csak az
univerzalis kvantor értelme szerint R(x, v) az alaphalmaz tetszéleges (a. b)
elemparjara igaz. Ha tehat R(x, x) értékét tetszdleges u € A-ra nézziik, az is
igaz, vagyis YxR(x, x), azaz a konkluzi6 igaz A-n.

b) Itt a kovetkeztetési szabaly helyességének igazolasat konnyebb ko-
vetni, ha egy tetsz8leges A struktiran egy R-nek megfelelé o kétvaltozos
relaciot szemléltetiink: legyenek az alaphalmaz elemei pontok, és ha két
elem, u és b kozott fennall a g relacio, azt ugy jeldljiik, hogy egy a-bol h-be
vezetd nyilat rajzolunk (az igy kapott szemléletes képet a ¢ relaciot szem-
léltetd grafnak nevezziik).
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85. abra 86. abra
a

X >

87. abra

Tegyiik fel most, hogy adott egy megfeleld tipusti A struktura és ezen a
premisszak igazak, de a konklizio hamis. Ez a feltétel az R-et az A struktu-
ran interpretal6 g relacio szemléltetésében azt jelenti, hogy van olyan a és b
pont, amelyek mindkét iranyban Gssze vannak kotve (85. abra). Azonban a
masodik premissza igaz volta azt jelenti, hogy az alaphalmaz tetsz8leges a,
b, ¢ elemére fennall, hogy ha a-bol vezet nyil b-be és b-bél ¢-be, akkor a-bol
is vezet ¢-be (86. abra). Ezt ¢ helyett a-ra alkalmazva azt kapjuk, hogy a az
a-val is 8ssze van koGtve (87. abra), ez azonban ellentmond az elsé premisz-
sza igaz voltanak, hiszen ez szemléletesen azt jelenti, hogy semelyik pont
sincs Osszekdtve onmagaval. Ellentmondasra jutottunk, a feltevés helyte-
len volt, vagyis minden olyan struktarin, amin a premisszak igazak. a
konkluzié is igaz. A kovetkeztetési szabaly helyes.

¢) Ittis kézenfekvo a szemléltetést felhasznalni; igy kénnyebb attekin-
teni a formulak jelentését. Tegyiik fel, hogy egy A struktiran a premisszak
igazak. Az elsG premissza szemléletesen azt jelenti, hogy minden a, b elem-
re igaz, hogy ha a-bol vezet nyil b-be, akkor b-bdl is vezet a-ba (85. abra).
A masodik premissza jelentését a b ) részben lattuk (86. abra). A harmadik
premissza jelentését ugy lehet roviden kifejezni, hogy minden alaphalmaz-
beli elemet szemléltetd pontbdl indul ki nyil. Az utobbi feltétel biztositja,
hogy tetszbleges a-bol indul ki valamely b-be nyil, az elsé feltétel szerint
b-bdl a-ba is vezet nyil, de akkor a k6zéps6 premissza szerint ¢ nmagaval
is Ossze van kotve (87. abra). Eredményiink szerint a konkluzid is igaz, te-
hat a kovetkeztetési szabaly helyes.

15. Elemezziik a felsorolt kovetkeztetéseket, vagyis adjunk meg megfe-
lelé elsérendii nyelvet, amin a szerkezetiik leirhatd, és mutassuk meg, hogy
a kapott kovetkeztetési sémak helyesek:

a) Minden négyzet paralelogramma. Van olyan harnégyszog, ami
négyzet. Tehat: Van olyan paralelogramma, ami hurnégyszog.

239



b) Minden kozépiskolanak van tehetséges diakja. A tehetséges diako-
kat felveszik az egyetemre. Tehat: Minden kozépiskola valamelyik diakjat
felveszik az egyetemre.

¢) Ha Ag Bés BG C, akkor A5 C. Tudjuk, hogy tetsz6leges 4 halmaz-
ra Ac A nem all fenn. Tehat: Ha A B, akkor BS A4 nem lehet igaz.

Megoldas :

a) Itt vilagos, hogy a kovetkeztetésben harom egyvaltozés predikatum
szerepel: ,négyzet”, ,paralelogramma™ és ,hurnégyszog”. Alkalmas elso-
rend nyelvet kapunk, ha a nyelv szokasos jelein kiviil felvesziink még ha-
rom egyvaltozos relaciojelet, legyenek ezek: N, P és H. A két premissza és
a konkluzié szerkezetét a kovetkezd formulak fejezik ki:

Vx(N(x)=P(x)),  Ix(N(x) A H(x)),  3Ix(P(x) A H(x)).
Azt kell megmutatnunk, hogy a '
Vx(N(x)=P(x)),  3x(N(x) A H(x)) = Ix(P(x) A H(x))

kovetkeztetési séma helyes.

Legyen A egy megfeleld tipusu struktura és tegyiik fel, hogy ezen a pre-
misszak igazak. Ekkor az N(x)—P(x) formula az A alaphalmazanak
minden elemére igaz, és van olyan « elem az alaphalmazban, amelyre
N(x) A H(x) igaz. Erre az a elemre N(x)is é H(x) is igaz, de akkor az impli-
kacio definicidja szerint P(x)is igaz u-ra. Mivel P(x) is és H(x) is igaz, ezért
P(x) A H(x) is igaz d-ra, tehat a konkluzio, a 3x(P(x) A H(x)) formula igaz.
A kovetkeztetési szabaly tehat helyes.

b) Elemezziik el6szor, hogy milyen predikatumok fordulnak el6 a ko-
vetkeztetést alkoto kijelentések felépitésében. Az elsG premisszabdl kiol-
vashato, hogy itt az ,,x kozépiskola diakja y™ kétvaltozos, és a .tehetséges”
egyvaltozods predikatum szerepel. A tovabbiakbol még az egyvaltozos ., x-et
felveszik az egyetemre” predikatum elkiilonitésére van sziikségiink. Ezek
alapjan mar megadhatunk egy alkalmas elsérendi nyelvet, ebben szerepel-
jenek - a szokasos jeleken kiviil -~ a D kétvaltozos és T, F egyvaltozos rela-
cidjelek. Ezek alapjan a kovetkeztetés szerkezetét igy irhatjuk fel:

Vx3Ip(D(x, ) A T(y), Vx(T(x)—F(x)) = Yx3y(D(x, y) A F(y)).

Mutassuk meg, hogy a kapott kovetkeztetési szabaly helyes!

Valasszunk egy alkalmas struktuarat és tegyiik fel, hogy ezen a pre-
misszak igazak! Az elsé premissza igaz volta azt jelenti, hogy a
Iy(D(x, y) A T(y)) formula az alaphalmaz minden elemére igaz, tehat tet-
szOleges u-hoz van olyan b eleme az alaphalmaznak, amelyre D(x, v) A T(y)
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értéke, azaz D(x, y) és T(y) is igaz, ha x-et az a, y-t a b interpretdlja. Mivel
T(x)—TI'(x) minden elemre, igy b-re is igaz, ezért F(x) is igaz b-re, tehat
D(x, y) A F(y) tetsz8leges a mellett b-re is igaz, igy a konkluzi6 igaz a va-
lasztott struktiran. A kovetkeztetési szabaly helyességét ezzel igazoltuk.

¢) Itt elég az R kétvaltozos relacidjelet bevenni a nyelvbe, hiszen csak a
valodi részhalmaz relaciot kell figyelembe venni. Az egyes kijelentéseket
nyilvan Ggy kell érteniink, hogy tetszleges halmazokra érvényesek, tehat a
kovetkeztetés szerkezetét igy irhatjuk le:

VxVyV=((R(x, y) A R(y, 2))=R(x, 2)),
Vx TIR(x, x) &= VYxVy(R(x, ¥) = TIR(y. x)).

Errdl a 14. b) gyakorlé feladatban igazoltuk, hogy helyes kovetkeztetési
séma. )
16. Igazoljuk, hogy tetszéleges @, @,. - ... ¢, ¢ formulak esetén

PPy P EQ

akkor és csak akkor, ha

el N PSRN AR

Megoldds :

Tegyiik fel, hogy a kdvetkeztetés helyes, és valasszunk egy tetszdleges,
megfeleld tipusu A strukturat. Azt kell megmutatnunk, hogy az implikacio
igaz A-n. Ehhez elég igazolni, hogy ha az elStag igaz, akkor az utotag is
igaz. Az elStag csak ugy lehet igaz, ha a konjunkcié minden tagja igaz, ek-
kor viszont a feltétel szerint az utétag is igaz.

Megforditva, ha a formula azonosan igaz, akkor tetszéleges A struktu-
ran, a benne szerepld szabad valtozok tetszGleges értékelésére igaz, tehat
akkor is, amikor az implikéacio eldtagja igaz, vagyis a ¢4, ..., @, formulak
igazak. Ebben az esetben azonban a konkluzionak, ¢-nek is igaznak kell
lenni, tehat a kovetkeztetés helyes.

Megjegvzések. 1. A helyes kovetkeztetési szabaly definicidjat kézenfek-
vé6 lett volna esetleg a kovetkezd formaban megadni: a @4, ¢,, ..., ¢, for-
mulaknak kdvetkezménye a ¢ formula, ha minden olyan struktiran, amin
@, .. @, igaz, ¢ is igaz. Ezt igy is irhatjuk: ha =,{9,, @,, .... @}, akkor
=40 (itt ha I egy formulahalmaz, akkor &= I jelenti, hogy I' minden ele-
mének modellje A).

Ko6nnyi végiggondolni, hogy zart formulak esetén a két definicio ekvi-
valens. Ha szabad valtozokat tartalmazo formulak is vannak a
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P1. - @y, @ formulak kozott, akkor mas a helyzet: i 0
e L - yzet. A most emlitett kdvet-
kezrpenyfogalom gyengébb, mint az, amit elfogadtunk. Példaul a P(x) for-
Snzyzrllanak a most Ir.nokndott értelemben kovetkezménye a VxP(x) formula, hi-
az univerzalis kvantor értelme alapjan minden A st ktura 4
hogy ha = ,P(x), akkor = AYXP(x). ruktirara fennail
Masrészt

P(x) = VxP(x)

nyil\‘/é!n nem’igaz{ Hiszen}példéul azon az A struktaran, amelynek alaphal-
?a;d. A = l’O, 1} és ‘P-l ugy interpretaljuk, hogy O-ra fennalljon, 1-re nem
XP(x) nyilvan hamis, mig a P(x)-ben szereplé x szabad valtozo értelme:

megadhaté gy (ti. legyen 0), hogy P(x) értéke i i at i
a konklazid viszont hamis. k. © Bz A premissza tchit igaz

2.'Az ebben a részben vizsgalt azonossa i
L i gokban, azonosan igaz formu-
lakban szereplé P(x), Q(x), R(x, y) stb. formulak helyett altalaban tetszole-

ges ¢ formulat irhatunk. Csak a kénnyebb atteki Osé ¢é
naltuk itt ezt az alakot. ’ inihetoség kedvétrt hasz

Feladatok

_ 5 Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat (¢ olyan formulat
Jelol, amely nem tartalmazza szabadon az x valtozot):

a) VxP(x)=VyP(y);
b) 3IxP(x) = IyP(y);
¢) IxP(x)A ¢ = Ix(P(x) A p);
d) VxP(x)ve = Vx(P(x) v p);
e) VxP(x) vV¥xQ(x) = VxVy(P(x) v Q(y));
S) 3xP(x) A 3xQ(x) = IxIy(P(x) A Q());
9)  VxP(x)>3xQ(x) = Ix(P(x)->Q(x)).
6. Igazoljuk a kdvetkezd allitasokat:
a) = VYxVyR(x, y) > VxR(x, x);
b) = 3xR(x, x) - Ix3yR(x, y);
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¢) & Vx(@e—P(x)) - (¢ —>VxP(x)), ahol ¢ olyan for-
mula, amelyben nem szerepel az x szabadon.
7. Adott a kovetkez6 formula:

(TIVxP(x) v 3IxQ(x)) A (R(x)—3xS(x))

" (P, Q, R, S egyvaltozos relacidjelek). Keressiink az adott for-

mulahoz olyan formulat, amelyben kvantorok csak a formu-
la elején fordulnak el és a kapott formula ekvivalens az
eredetivel!

8. Fogalmazzuk meg az I. fejezet 3. szakaszaban talalhato
(a kategorikus szillogizmusok vizsgalataban szerepelt) A4, E,
I és O tipust allitasok logikai szerkezetét alkalmas elséren-
di nyelven és igazoljuk példaként néhany kategorikus szillo-
gizmusrol, hogy helyes kovetkeztetési szabaly!

9. Alkalmas nyelven irjunk fel olyan formulakat, amelyek-
kel az alabbi kovetkeztetések szerkezete leirhato és vizsgal-
juk meg a kapott sémakrol, hogy helyes kovetkeztetési sza-
balyok-e:

a) Minden él6lény Gsének Ose ennek az élélénynek is dse.
Semelyik él6lény sem 6se onmaganak. Tehat: Minden ¢€16-
lénynek van Ose.

b) Ha van olyan 1-nél nagyobb és 113-nal kisebb szam,
ami osztdja 113-nak, akkor 113-nak van 11-nél kisebb prim-
szam osztdja. A 11-nél kisebb primszamok kozott egyik sem
osztoéja 113-nak. Tehat 113-nak nincs 1-nél nagyobb és
113-nal kisebb osztoja.

¢) A falu borbélya azokat és csak azokat borotvalja, akik
maguk nem borotvalkoznak. Ebbdl kovetkezik, hogy a falu-
ban nincs borbély.

10. Igazoljuk, hogy a kijelentéslogika egy tetszéleges, azo-
nosan igaz formulajaban a logikai valtozok helyére egy els6-
rend(i nyelv tetszéleges formulait helyettesitve, a nyelv azo-
nosan igaz formulajat kapjuk!

11. Igazoljuk, hogy ha egy, a kijelentéslogikaban helyes
kovetkeztetési szabalyban a logikai valtozok helyett egy el-

» 243



sc'iyeqdﬁ nyelv tetszOleges formulait helyettesitjiik, akkor
szintén helyes kovetkeztetési szabalyt kapunk!

3: KielégithetGség, eldontésprobléma,
bizonyitaselmélet :

Az €l6z6 pontban részletesen foglalkoztunk azzal a fo-
galommal, hogy egy A struktara modellje egy ¢ formulanak,
azaz = ,. Szoros kapcsolatban van ezzel a kivetkezd foga-
lom Is. Azt mondjuk, hogy egy elsérendii L nyelv egy ¢ for-
muléja kielégithets egy megfeleld tipust A struktirdn, ha a
@-ben szabadon eléfordulo valtozok értéke megadhatd az
A a!aphalmazéban ugy, hogy ¢ értéke igaz legyen. Nyilvan-
vglo, hogy ha ¢ zart formula (tehat nem tartalmaz szabad
valtqzét), akkor ,,¢ kielégithet6 A-n” és ., igaz A-n” ugyan-
azt jelenti. Szabad valtozokat is tartalmazé formulakra
agonban a kielegithetéség egy struktiran lényegesen gyen-
gebb fogalom, mint az igazsag ezen a struktaran.

A”z Lnyelv egy ¢ formuldjdarél azt mondjuk, hogy kielégit-
hetd, ha van olyan struktira, amin ¢ kielégithetd. ‘

Gyakorlé feladat

] 17. Igazolju!(, hogy egy L elsérendi nyelv egy ¢ formulajara = ¢ akkor
¢s csak akkor igaz, ha 719 nem kielégithetd!

Megoldds :

Adefinicic’)kat é;s a 7 jelentését kell végiggondolnunk. A = ¢ allitas ak-
kpr és csak alfkor igaz, ha a.tetszc'ileges A strukturan = ,¢. Egy A struktu-
ran ¢ akkor és csak akkor igaz, ha 71 nem elégithetd ki ezen a struktu-

{érll.'Ebbc’Sl kovetkezik, hogy = ¢ és 7o nem kielégithetd, ekvivalens
allitasok.
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A most igazolt Osszefiiggés alapjan annak a kérdeésnek a
vizsgalata, hogy egy ¢ formula azonosan igaz-¢ vagy nem,
visszavezethetd a kovetkezd problémara: a T1¢ formula ki-
elégithet6-e vagy sem?

Azt a kérdést, hogy egy formula azonosan igaz-¢ vagy
sem, a kijelentéskalkulusban algoritmikus eszkzokkel elég
egyszeriien el lehetett donteni (példaul teljes diszjunktiv nor-
malformara hozassal, értéktablazat készitésével). Mivel a he-
lyes kovetkeztetési szabaly problémaja (vagy az azonossa-
gok igaz voltanak kérdése) visszavezethetd arra, hogy egy al-
kalmas formula azonosan igaz-e vagy sem, az utobbi algorit-
mussal valé megoldhatosaganak nagy jelentésége van. Az
algoritmussal valé megoldhatdsag lényegében azt jelenti,
hogy irhaté olyan szamitogépes program, amelynek alapjan
a gép elvben tetszéleges formularol véges id6 alatt eldonti,
azonosan igaz-e vagy nem.

Az elsérendd logika ,,azonosan igaz formula” fogalméanak
definicioja nyilvan nem alkalmas ilyen algoritmus megada-
sara, hiszen a definicioban azt koveteljiik meg, hogy tetsz6le-
ges modellen igaz legyen a formula. Ez mar az alaphalmaz
valasztasa miatt is eleve végtelen sok esetet jelent. Ha pedig
egy konkrét alaphalmaz végtelen, akkor ezen a relaciok va-
lasztasa is végtelen sok strukturat jelent (ha legalabb egy,
legalabb egyvaltozos relaciojel van a nyelvben). Ugyanilyen
jellegli problémat okoz egy formula kielégithetSségének
ellendrzése. Magat a problémat eldéontésproblémdnak nevez-
ziik. Az eldontésprobléma vizsgalata hossza idén keresztiil
abba az iranyba vezetett, hogy megoldo algoritmust probal-
tak keresni, de ilyet nem sikeriilt talalni. Végiil 1936-ban
A. Church amerikai matematikus igazolta, hogy az eldon-
tésproblémahoz nem lehet talalni megoldo algoritmust. Ez a
bizonyitas igényelte eldszor az algoritmus eddig intuitive vi-
lagos fogalmanak szabatos matematikai definiciojat, és kiin-
dulépontja lett a matematikai logika egy ma is rohamosan
fejlodd aga, az algoritmuselmélet kialakulasanak.
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Termeészetes modon az elsérendii logika egyik legfonto-
sabb‘alkalmazési terlilete a matematika alapjaival kapcsola-
tos v1zsgélatok. A matematika szinte minden 4gaban alapve-
t relacio az azonossag vagy identitasrelacio. Egy A4 halma-
zon definialt identitas- (egyenléség-) relacio az altalunk elfo-
gadott értelmezésben a kovetkezdt jelenti:

I, = {(a;a)|ae A}.

Amikor egy-egy matematikai tudomanyag alapjainak
problemaival foglalkozunk és egy-egy ehhez sziikséges els6-
rgngh’i nyelvet rogzitiink, akkor ebben mindig szerepel a rela-
ciojelek kozott a szokasos = kétvaltozos relaciodjel. Ezzel
kapcsolatban az is szokasos megallapodas, hogy az = jelet

_ Fetszéleges struktaran mindig az alaphalmazhoz tartozo
identitasrelacioval interpretaljuk. A kovetkezékben minden
olyan esetben, amikor a vizsgalt elsérendii nyelv jelei k5zott
az = kétvaltozos relaciojel is szerepel, az Osszes szoba JjOVo
mtgrpretéciéban ezt mindig az identitasrelacioval interpre-
Féljulf. Ezt a megszoritast értelemszeriien alkalmazzuk az
1gazsag, az azonos igazsag, a kielégithetSség és a logikai ko-
vetkezmény definicidjaban is.

Gyakorlo feladatok

18. L'egyen L olyan elsérendi nyelv, amelyben a szokasos jeleken kiviil
az = !(etvaltozc')s relaciojel szerepel. Dontsiik el, hogy a megadott formu-
lak hany elemi alaphalmazzal rendelkezd struktiran lehetnek igazak:

a) Ix(Tx=x);

b) Ix(x=xAVy(x=y));

¢) I x=yaVz(z=xvz=y));

d) Ix 3, 3AX(TIx =X, A TIX =X A LA TIX =
=X, A TIXG =X A A TIX =X, AYX, (X =X, v

VX, =X, V... VX,,=X,.+1))~
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Megoldas :

Az L nyelv jelei kozott-szerepel az =, igy a formulak interpretaciojara
alkalmazzuk az el6z8kben emlitett megallapodast.

a) A formula csak akkor lehet igaz egy A struktaran, ha az x valtozo-
nak van olyan értéke, amelyre a T1x=x formula igaz. A megallapodas
alapjan az = relaciot I -ként interpretaljuk, és mivel tetszdleges u€ A
elemre (a, a)€ I ,, ezért a T1x=x formula az x valtozé minden értékére ha-
mis, tehat a 3x( 1x = x) formula hamis A-n. Mivel A tetsz6leges - megfelel§
tipustl — struktuara volt, a formula nem elégithetd ki.

A 17. gyakorl6 feladat eredménye szerint ebbdl kovetkezik, hogy a
T3x(1x=x) = Vx(x=x) formula azonosan igaz, azaz:

= Vx(x=x).

b) Valasszuk meg az A struktarat a mondott modon, tehat a nem iires
A alaphalmazon kiviil még az I, relacio szerepeljen A-ban, és tegyiik fel,
hogy a formula igaz A-n. Ez azt jelenti, hogy A-nak van olyan eleme.
amelyre az x = x A Vy(x = y) formula igaz, legyen ez u. Ekkor x=x is igaz u-
ra. Ez utobbi azt jelenti, hogy x=y-nak tetszbleges b € A-ra igaznak kell
lennie, ha x-et a-ként, y-t pedig h-ként interpretaljuk. Ez nyilvan csak gy
lehet igaz, ha A egyetlen eleme u, azaz |A|=1.

‘¢ ) Az el6z6h6z hasonlé meggondolassal adodik, hogy ha egy A struk-
taran a formula igaz, akkor A alaphalmaza, A, kételemi, azaz |A|=2.

d) Az el6z8 b) és ¢) formula alapjan vilagos, hogy ez a formula csak
olyan struktaran igaz, amelyben az alaphalmaznak n eleme van.

Erdemes még megjegyezni, hogy a b ), ¢) és d) formulak zartak, igy ha
igazsag helyett kielégithetoséget vizsgalunk, akkor is ugyanerre az ered-
ményre jutunk.

19. Legyen azelsérendi L nyelvben a szokasos jeleken kiviil R az egyet-
len kétvaltozos relaciojel. Igazoljuk, hogy a

Vx TTR(x, X) AVXYWVz((R(x, ¥) A R(y, 2)) = R(x, 2)) AVx3I¥R(x, y)

formula nem elégithetd ki olyan struktiran, aminek alaphalmaza véges, de
van olyan végtelen alaphalmazu struktura, amelyen a formula igaz!

Megoldas:
Hasznaljuk fel az okoskodas megkonnyitésére itt is a 14. gyakorlo fel-
adat megoldasaban mar alkalmazott szemléltetést. Tegyiik fel az allitassal

ellentétben, hogy van olyan A struktira, aminek A alaphalmaza véges €s a
formula igaz A-n. Az A4 elemeit pontokkal szemléltetjiik, és ha két elem ko-
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zbgt fl::nnéll a relacio, akkor ezt a két elem képét sszektd nyillal szemlél-
tetjiik.

Feltettiik, hogy A-n igaz a formula. Ez csak gy lehet, ha a formulaban
szerepld mindharom konjunkcids tag igaz. A harmadik konjunkciés tag
igaz volta azt jelenti, hogy minden pontbél indul ki nyil. Mivel csak véges
sok eleme van A-nak, ezért egy a € A-t szemléltetd pontbol kiindulva egy-
szer visszaériink nyilak mentén egy olyan pontba, ahol mar voltunk. gy
egy kort kapunk (88. abra), amelyet az a,, a,, ..., a,_, és a,=ua, elemek
alkotnak.

a1=0dk

k-1 90. abra

A formula masodik konjunkcios tagja is igaz. Ez szemléletesen azt je-
lenti, hogy ha a-bol vezet nyil b-be és b-bdl c-be, akkor a-bdl is vezet nyil
c-be. Ez barmely a, b, ¢ elemharmasra igaz. Ezek alapjan a kort alkot6 ele-
mek kozott a,-bdl a,-be, a,-bol a,-ba vezet nyil, de akkor a,-bdl a,-ba is.
Mivel a;-bol vezet nyil a,-be, akkor a,-bdl a,-be is, és igy tovabb, végiil azt
kapjuk, hogy a,-bdl a, _,-be is vezet nyil (89. abra). Alkalmazzuk most ezt
a tulajdonsagot az a=c=a, és b=a,_, elemekre, akkor azt kapjuk, hogy
a,-bdl is vezet nyil a,-be (90. abra). Ez viszont ellentmond annak, hogy a
formula els6 konjunkcids tagja is igaz, hiszen ennek igaz volta azt jelenti,
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hogy semelyik elemet abrazold pontbol sem vezet nyil 6nmagéba. Ellent-
mondasra jutottunk, tehat a feltevés helytelen, a formula A-n hamis. Mivel
A tetszOleges véges alaphalmazi struktura, ezzel igazoltuk azt az allitast,
hogy a formula véges struktaran nem elégithetd ki.

" A kovetkez6 B struktira alaphalmaza legyen N és R-et interpretaljuk a
természetes szamok szokasos < rendezésével. Mivel tudjuk, hogy a termé-
szetes szamok rendezése irreflexiv (ezt fejezi ki ¥x TIR(x, x) konjunkcios
tag), tranzitiv (ezt fejezi ki a VxVWz((R(x, y) A~ R(y, z)) = R(x, z)) masodik
konjunkciés tag) és minden természetes szamnal van nagyobb (ezt a har-
madik, Vx3yR(x, y) konjunkcids tag fejezi ki), ezért a formula a B strukta-
ran igaz. '

Erdemes még megjegyezni, hogy ha a feladatban szereplé formulat
@-vel jeloljiik, akkor ¢ olyan formula, amely tetszéleges ne N-re n ele-
met tartalmazé alaphalmazzal rendelkezd megfeleld struktiran igaz, de
van olyan végtelen struktara, amin hamis.

20. Tegyiik fel, hogy egy L els6rendli nyelv jelei kozott csak a
P, P, ..., P, egyvaltozos relacidjelek fordulnak el8. Igazoljuk, hogy a
nyelv egy tetszéleges formulajara fennall a kovetkez6 allitas: ha a formula
kielégithetd, akkor kielégithetd egy olyan struktaran is, amelynek alaphal-
maza véges, és legfeljebb 2% elemet tartalmaz!

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy az L nyelv egy ¢ formulaja kielégithetd egy A struktu-
ran, aminek alaphalmaza A. Ha | 4| <2* akkor nincs mit bizonyitani, igy
tegyiik fel, hogy ha A véges, akkor | A|>2* vagy A végtelen. A struktura-
hoz tartozd egyvaltozés relaciok legyenek ¢4, 05, ... ¢, Konstrualni fo-
gunk egy olyan A’ struktarat, amelynek alaphalmaza A’ 4 és |A|S2* és
a megfeleld ¢}, 05 - ... 0 egyvaltozos relaciok a ¢y, 0,. .- ., ¢ relaciok A'-re
valo lesziikitései, azaz ¢; = 9,nA’, ha i = 1.2,..., k. Ezt az A’ struktarat
agy épitjiik fol, hogy ¢ ezen kielégithetd legyen.

Elszor az A halmaz elemeit osztalyokba soroljuk a kovetkezé modon.
Jeloljon ii,...i, egy k hosszusagh, 0-kbol és 1-esekbdl allo sorozatot. Az
sszes lehetséges ilyen sorozatok szama nyilvan 2, hiszen minden i; kétfé-
leképpen valaszthato és ezek a valasztasok egymastol fiiggetlenek. Ezek-
nek a sorozatoknak megfeleléen, az A alaphalmazt felbontjuk paronként
kozos elem. nélkiili részhalmazokra, amelyeknek egyesitése kiadja az
A halmazt a kovetkez6 modon: A;;, , = la€Al|i;=0¢és agg; vagyi;=1
ésaeg;,j=1,2, ..., k}. A kapott részhalmazok ko6zott lehetnek iiresek is.
A definiciobol vilagos, hogy az 4 halmaz tetszéleges eleme egy és csak egy
részhalmazba tartozik. Ezutan az igy kapott nem iires részhalmazok mind-
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egyikébdl kivalasztunk egy el‘emet, jelolje ezeket ai, dj,...,d, (m<2Y). Az
A’ halmaz elemei éppen ezek a kivalasztott elemek legyenek:

/1
mj:

A = ld), dy ..o a
A megfeleld o)-k definiciéjat mar megadtuk. Ertelmezziink még egy f leké-
pezést az A-bol A'-be a kovetkez6 modon:

S A=A ue Aesetén f(a)=u), ha u és a; ugyanannak a részhalmaznak
az elemei. A definicid a részhalmazok konstrukcioja miatt egyértelmi.
A definiciobol vilagos, hogy a € g; akkor és csak akkor igaz, ha Sfla) € o
(i =1.2..... k). Ezt Ggy is mondhatjuk, hogy az f leképezés relaciotarto.
A definiciobol vilagos, hogy ha g, = A, akkor ¢;= A", ha g, # @, akkor ¢+
€s végiil, ha o, =0, akkor g;=@ is teljesiil i = I, 2, ..., k esetén.

Jeloljik a ¢ formulaban szabadon eléforduld valtozokat igy:
Xp2 Xy, . X, A feltevés szerint ¢ kielégithetd A-n, tehat vannak olyan
dy. dy, ..., a4, € A alaphalmazbeli elemek. amelyeket rendre az x,, x,, ... x,
valtozok értékének véve, ¢ értéke a strukturan igaznak adodik. Az el5z6
konstrukciobol kovetkezik. hogy ha az x,, x,, ..., x, valtozékhoz rendre
az f(a,). f(ay). - .. f(a,) € A’ elemet rendeljiik hozza, akkor a ¢ formula ér-
teke igaz lesz A’-n, tehat ¢ az A’ strukturan is kielégithetd.

A most bizonyitott eredménybdl kovetkezik, hogy a leg-
feljebb egyvaltozos relacidjeleket tartalmazo elsérendii nyel-
vek formulai korében az eldontésprobléma megoldhaté. Er-
re a kérdésre a feladatokban visszatériink.

Erdemes még megemliteni, hogy az eldontésprobléma
visszavezethetd olyan elsérend(i nyelvek formulainak koré-
re, amelyekben legfeljebb kétvaltozos relacidjelek vannak.
Ez mutatja, hogy az egy- és kétvaltozos relaciok viselkedése
kozott éles hatar huzdodik.

Az elsérendi logikiban éppen az eldontésprobléma meg-
oldhatatlansaga miatt igen jelentds az a tény, hogy az azono-
san igaz formulakat formalis, szintaktikus médszerrel, axio-
matikusan is lehet jellemezni. Ezt a modszert mar a kijelen-
teskalkulusban megismertiik. Az elsérend(i logikanak ez a
felépitése mar a bizonyitdselmélet témakoréhez tartozik.

Az eddigiekben alkalmazott vizsgalati mddszeriink, ahol
halmazokkal, strukturakkal, modellekkel is foglalkoztunk, a
modellelmélet teriiletéhez sorolhato.
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Az elsérend(i nyelv ismert definicidjat annyiban egysze-
rlibbé tehetjiik, hogy a logikai jelek kozé csak a 71, — és V
jeleket vessziik fel (tudjuk, hogy ezekkel a tobbi kifejezhetd).
Ezekkel a formula fogalmanak definicidja is egyszer(ibb lesz,
a primformulakbdl csak a_71, — és V jelek felhasznalasaval
épitiink fel formulakat.

Az axiomak megadasa el6tt még egy segédeszkozre van
sziikségiink, ez a helyettesités fogalma. A matematikaban jol
ismerjiik ezt a fogalmat. Tudjuk példaul, hogy a természetes
szamok korében igaz a kovetkezd azonossag:

(x4 y)? = x?+2xy+y~

Itt az x valtozo helyett a 2a, az y valtozo hely;tt a 3b kife-
jezést helyettesitve, a kovetkezd azonossaghoz jutunk:

(2a+3b)* = 4a*+ 12ab+9b>.

Altalaban, ha adott egy k kifejezés, egy x valtozdjel és egy j
kifejezés, akkor k[ j] jeloli azt a kifejezést, amelyet k-bol ugy
kapunk, hogy x minden el6fordulasa helyébe j-t helyettesi-
tiink.

Formulakban csak szabadon el6forduld valtozok helyére
helyettesithetiink. Ha ¢ egy formula, x egy valtozo és k egy
kifejezés, akkor ¢ [k] jeloli azt a formulat, amit ¢-bdl ugy
kapunk, hogy x minden szabad el6fordulasa helyébe k-t he-
lyettesitiink. Ha semmi mas kikGtést nem tesziink, akkor ér-
telmetlen dolgokat is kaphatunk. Példaul egy megfeleld
nyelven a Jy(x < y) formula igaz allitast fejez ki egy alkalmas
strukturan. Ha ebben az x szabad valtozo helyére az y kifej¢-
zést helyettesitjiik, akkor az ugyanezen a struktiran a hamis
3y(y < y) allitast kapjuk. A bajt itt lathatéan az okozza, hogy
abban a kifejezésben, amit x helyére helyettesitiink, szerepel
az y valtozojel, amit azon a helyen, ahova helyettesitjiik,
kvantor kot le. Ha ez az eset nem fordul el8, akkor azt
mondjuk, hogy a helyettesités megengedett.

Attériink az axiomarendszer ismertetésére.
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Ha ¢, Y és y tetszéleges formulak, akkor a kovetkezd ha-
rom formulatipust axidmanak fogadjuk el és ezeket dllitds-
axiomdknak hivjuk :

(AL) @ — (Y—09);
(A2) (p~>W—-21)-(e—¥)=(0—x));
(A3) (W= "T10)=(TW—0)—=y).

A kovetkezd két axiomat kvantoraxiomdnak nevezzik.
Ezekben ¢, Y tetszéleges formula, k tetszdleges kifejezés, x
valtozojel. Feltessziik, hogy a ¢,[k] megengedett helyettesi-
tés, Y-ben pedig az x valtozd6 nem fordul elé szabadon.

(A4)Vxp - ¢, [k]:

(AS5) Vx(y = @) > (¥ - Vxo).

Az els6 harom axioma ismerds, ilyen alakuak voltak a I11.
fejezet 2. szakaszaban a kijelentéskalkulus axiémai is. A kii-
16nbség abban van, hogy itt a ¢, Y és y egy els6rendli nyelv
tetszéleges formulait jelenthetik.

Két levezetési szabalyt fogadunk el:

1. tetsz8leges ¢, ¥ formulakra a ¢ és ¢ — ¥ formulakbol
levezethet6 a Y formula (levalasztasi szabaly, MP.);

2. tetszbleges ¢ formulara és x valtozojelre a ¢ formulabol
levezethetd a Vx¢ formula [altalanositasi szabaly, G (gene-
ralizalas)].

Egy ¢, ¢,, ..., ¢, formulasorozatrol azt mondjuk, hogy
levezetés, ha a sorozat minden eleme vagy axioma, vagy a so-
rozatban el6zbleg mar szerepelt formulakbol levalasztassal
vagy altalanositassal keletkezik. A levezetés mindig a soro-
zat utolso formulajanak a levezetése.

Egy ¢ formularél akkor mondjuk, hogy levezethetd, ha
van levezetése. Azt, hogy ¢ levezethetd formula, roviden igy
jeloljik : —e.
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A A, v, o miveleti jelek hasznalatat a kijelentéskalku-
lusbol (I11. fejezet, 2. szakasz) ismert modon értelmezhetjiik
itt is. A 3 jel hasznalatat a kovetkez6 modon vezetjiik be:
Ixe jeldlje roviden a kovetkezd formulat:

VX To.

A 8. d) gyakorld feladat alapjan tudjuk, hogy ez a rovidités
0 lesz.

A levezethet6 formula fogalma mellett itt is bevezetjiik azt
az altalanosabb fogalmat, hogy egy formula egy adott for-
mulahalmazbodl (premisszakbol) levezethets. Ha I' egy tet-
szbleges (véges vagy végtelen) formulahalmaz, akkor azt
mondjuk, hogy a ¢, ¢,,..., ¢, formulasorozat levezetés
I'-bol, ha a sorozat minden eleme vagy axioma, vagy a I hal-
maznak eleme, vagy a sorozatban el6z6leg mar szerepelt for-
mulakbol levalasztassal vagy altalanositassal keletkezik. A
levezetés a sorozat utolsé formulajanak a levezetése.

Azt mondjuk; hogy a ¢ formula levezetheté a I' formula-
halmazbol, rovid jeloléssel I — ¢, ha @-nek van levezetése
I-bol.

Nyilvanvalo a definiciokbol, hogy ha I' — ¢ ¢s I'=0, ak-
kor ¢, masrészt ha — ¢, akkor tetszéleges I'-ra I'+— ¢ is
igaz.

Gyakorlo feladatok

21. Igazoljuk példaként, hogy tetszleges ¢ formulara és k kifejezésre
fennall, hogy ha a ¢ [k] helyettesités megengedett, akkor

¢ o J[k]

Megoldas :

A ¢ feltételbol megadjuk a ¢ [k] formula egy levezetését. Az egyes for-
mulak utan zarojelbe grtuk, hogyan kovetkezik az el6z6 formulakbol.
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. o (feltétel),
. Yxo (G.),
. Vxo — @, [k] (A4),
.o [k] (2, 3., MP). ’
22. Mutassuk meg, hogy tetszdleges olyan formulara, amelyre —¢, =¢
is igaz!

BN -

Meyoldas :

Azt kell megmutatnunk, hogy az axidomak logikai igazsagok és ha a két
elfogadott levezetési szabaly premisszai logikai igazségok,’ akkor a kovet-
kezmény formula is az. Ebbdl nyilvan kovetkezik az allitas.

Az (A1.)—(A3.) axiomakrol tudjuk, hogy a kijelentéska!ku-
lusban azonosan igaz formulak ; nyilvan itt is azonosan igaz
formulakat jelentenek.

Az (A4.) axiomaban szerepl6 implikacio elStagjat alakit-
suk at a kovetkez6 modon:

Vx(y = @) =Vx(TW v o) =
= W vVxep =Y — Vxo.

Itt a kijelentéskalkulusbdl ismert azonossagokat hasznal-
tuk fel, valamint az 5. ¢ ) feladat eredményét (y-ben nem sze-
repel az x szabadon). ‘

A levalasztasi szabalyr6l mar tudjuk, hogy azonosan igaz
premisszakbdl azonosan igaz konklaziot ad. Az altalanosi-
tasrol az univerzalis kvantor értelmébdl nyilvanvalo, hogy
ha ¢ igaz egy A strukturan, akkor Vxe is igaz ezen az A-n,
tehat ha ¢ azonosan igaz, akkor Vx¢ is azonosan 1gaz.

Erdemes itt megjegyezni, hogy az altalanositas az éltall}nk
elfogadott értelemben nem helyes kovetkeztetési szabaly,
azaz nem igaz a ¢ = Vxo relacio (1. a 2. szakasz 1. megjegy-
zését). Azt viszont igazoltuk, hogy tetszOleges A struk?urar,a
= @-bol kdvetkezik = Vxg is. Eppen azért, mert az gltalg-
nositasi szabalyt is elfogadtuk levezetési szabalyként, altala-

v _m

ban nem igaz, hogy I' — ¢-bdl kivetkezik I' = ¢. Az €l6z0
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gyakorlat eredményébdl azonban kovetkezik, hogy ha
I' — ¢, akkor tetsz6leges A struktura esetén, ha = I, akkor
. is fennall, azaz ha A modellje I'-nak, akkor A modellje
@-nek is.

Igen fontos és jelent6s eredmény, hogy az el6zd allitas
megforditasa is igaz, azaz tetszSleges ¢ formulara fennall,
amennyiben &= ¢, akkor —¢. Ez azt jelenti, hogy az axioma-
rendszer teljes: minden azonosan igaz formula levezethetd
az axidmakbol az elfogadott levezetési szabalyok alkalmaza-
saval. Ezt a tételt K. Godel amerikai matematikus igazolta
1930-ban, ezért Gidel-féle teljességi tételnek nevezik. Bizo-
nyitasa elég hosszli és mély gondolatmenetet igényel, ezért
itt nem targyaljuk. A tételhez kapcsolodo érdekesebb ered-
ményekre a feladatokban tériink vissza.

Megjegyzés

Mar emlitettiik, hogy a matematikai axiémarendszerek vizsgalataban
alapvetd logikai szerepet jatszik az egyenl8ség relacié. Ha olyan elsérendi
nyelveket vizsgalunk, amelynek jelei kozott az = kétvaltozos relacidjel is
szerepel, €s a bizonyitaselmélet eszkozeivel is biztositani akarjuk, hogy ez
valéban a szokasos egyenléséget jelentse, akkor tovabbi axidmakban kell
szabalyozni az = relacio tulajdonsagait. Ezek az un. egyenlGségaxio- .
mak. Az ’

(A6.) ¥x(x=x)

axiéma értelme vilagos.

A tovabbi axiomak azt biztositjak, hogy ha kiilonbsz6 valtozoéjelek
azonos dolgokat jelolnek, akkor ezek a valtozojelek fiiggvények, ill. rela-
ciojelek argumentumaiban potolhatok egymassal. Ennek megfelel@en
ezekbdl az axidmakbol annyi van, ahany fiiggvényjel és relaciojel van a
nyelvben. Példaul egy f kétvaltozos fiiggvényjelre igy szol a megfeleld
axioma:

(xy = x3A%; = xg) = f(x, x,) = S(x3x).
Ha R egy kétvaltozos relacidjel, akkor a megfelelé axioma igy néz ki:

(xy = x3nx; = x;) = (R(x,, x;) = R(x3, X,)).
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A Godel-féle teljességi tétel megfeleld alakja az igy kiegészitett axidoma-
rendszerre is igaz.

Az = jelet is tartalmazé els6rendi logikat szokas az egyenldségjellel ki-
egészitett elsérendii logikanak nevezni.

Feladatok

12. Igazoljuk, hogy ha A véges alaphalmazu struktira
(|A| = n), akkor egy VxP(x) alakt formula akkor és csak ak-
kor igaz A-n, ha alkalmas n-taga konjunkcio, egy 3xP(x) for-
mula pedig n-tagu diszjunkcioval ekvivalens!

13. Keressiink olyan eldontési eljarast, amely valaszt ad
arra a kérdésre, hogy egy ¢ formula kielégitheté-e egy olyan
struktaran, amelynek alaphalmaza n (€ N) elemet tartalmaz!

14. Legyen L olyan elsérendl nyelv, amelyben csak az
R kétvaltozos relaciojel szerepel. 1gazoljuk, hogy a

(VxVVz(R(x, x) A (R(x, y) A R(y, z)) = R(x, 2)) A
A(R(x, y) v R(y, x))) = IWVxR(y, x)

formula tetsz3leges véges struktiiran igaz, de van olyan vég-
telen alaphalmaz( struktira, amin a formula nem elégithe-
t6 ki! :

15. Legyen L olyan elsérend@ nyelv, amely csak k darab
egyvaltozos relacidjelet tartalmaz. A 20. gyakorlo feladat
eredményének felhasznalasaval igazoljuk, hogy ha a nyelv
egy ¢ formulaja minden olyan struktaran igaz, amelynek
alaphalmaza legfeljebb 2 elembdl all, akkor =¢ azaz a ¢
formula azonosan igaz.

16. Mutassuk meg, hogy ha az itéletkalkulus egy tetszdle-
ges azonosan igaz formulajaban a valtozojelek helyére az el-
sérendd nyelv tetszéleges formulait helyettesitjiik, akkor
olyan formulat kapunk, amely levezethetd!

17. Bizonyitsuk be, hogy ha az itéletkalkulusban barme-
lyik helyes kovetkeztetési szabalyban a logikai valtozok he-
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lyére egy els6rendli nyelv tetszOleges formulait irjuk, és a
premisszakbol ily modon kapott formulak halmazat I'-val, a
konkl10zi6bol kapott formulat ¢-vel jeloljiik, akkor I' — ¢.

18. Igazoljuk a kijelentéskalk ulusbél ismert dedukcid tétel
megfelel6jét az elsdrendi logikara: legyen I' tetsz6leges for-
mulahalmaz, ¢ tetszéleges formula, i pedig tetszbleges zart
formula;

ha TI,y+—¢, akkor T+ — .

A most kovetkez6 feladatokban néhany 6nmagaban is fontos és érdekes
bizonyitaselméleti fogalmat vezetiink be, és ezekkel kapcsolatos eredmé-
nyeket targyalunk. Itt és a kovetkezGkben az L nyelv I formulahalmazara

bar nem tesziink semmiféle kiilonleges kikotést gy érdemes gondolni,
mint egy matematikai axidmarendszer allitasainak szerkezetét leiré formu-
lakbol alloé halmazra. A bevezetésre keriil6 fogalmak és a kapott eredmé-
nyek ennek alapjan lesznek jol érthetdk.

Azt mondjuk, hogy egy I' formulahalmaz ellentmonddsos, ha van olyan
¢ formula, hogy I' — @ és I — 7@ is igaz. A I ellentmonddstalan, ha nem
ellentmondéasos.

19. Igazoljuk, hogy ha I" ellentmondasos, akkor tetszdle-
ges ¥ formulara fennall, hogy I' — .

20. Igazoljuk, hogy a I formulahalmaz akkor és csak ak-
kor ellentmondastalan, ha barmely véges részhalmaza el-
lentmondastalan!

21. Mutassuk meg, hogy ha ¢ zart formula, és I'-bol nem
vezethetd le 71, akkor a I'u{¢} formulahalmaz ellentmon-
dastalan!

22. Igazoljuk, hogy ha a I" formulahalmaznak van modell-
je, akkor I' ellentmondastalan!

23. Tegyiik fel, hogy igaz az el6z6 feladatban megfogalma-
zott allitas megforditasa, azaz ha I' ellentmondastalan for-
mulahalmaz, akkor van modellje! Mutassuk meg, hogy min-
den ¢ zart formulara kovetkezik ez az allitas:

ha igaz, hogy I minden modellje modellje ¢-nek is, akkor
I'— ¢ is fennall!
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24. 1gazoljuk a Godel-féle teljességi tétel felhasznalasaval,
hogy ha egy I" formulahalmaz barmely véges részének van
modellje, akkor I'-nak is van modellje (Godel-féle kompakt-
sagi tétel)!

Az V. fejezetben kitiizott feladatok megoldasai

1. Mindharom allitas két halmaz egyenl6ségét mondja
ki. Ezeket Ggy konnyi igazolni, hogy megmutatjuk: a két
halmaznak ugyanazok az elemei.

a) x e (AUB) x C akkor és csak akkor, ha x = (u, v), ahol
ue AuBésveC,azazhaue Aésve C, vagy ue Bés veC.

xe(Ax C)u(Bx C) akkor ¢s csak akkor, ha xe AxC
vagy x € Bx C,azazx = (u, v),aholue AésveC, vagy ue B
ésveC.

A két oldalon 4ll6 halmaznak tehat ugyanazok az elemei.

b) xe(AnB)x C akkor és csak akkor, ha x = (u,v),
ue AnBésveC,azazue AésueBésveC.

x € (Ax C)n(B x C) akkor és csak akkor, ha xe Ax C és
xeBxC,azaz x = (u, v). dhol ue A és ue B és ve C.

¢) x € (A—B)x C akkor és csak akkor, ha x = (u, v), ahol
ue A—BésveC(C,azazue A, u¢ BésveC.

xe€(Ax C)—(Bx C) akkor és csak akkor, ha xe AxC,
x¢BxC,azaz x = (u, v), aholue A, u¢ Bés ve C.

2. a) A formula azt fejezi ki, hogy minden szamnak van
tobbszOrose, ami nyilvan igaz.

b) A formula értéke hamis, mert pl. 3 nem osztoja S5-nek.

¢) A formula értéke igaz, mert az 1 minden természetes
szamnak osztoja.

d) A formula értéke nyilvan igaz, hiszen van olyan szam,
aminek van osztoja.

¢) A formula értéke hamis, mert pl. nem igaz, hogy 3 és 5
legnagyobb k6z0s osztoja 2.

258

f) A formula értéke hamis, mert pl. a 2-h6z barmely y-t is
valasztunk, nem igaz, hogy 2 és y legnagyobb kozos oszto-
ja 3.

g) A formula értéke hamis, mert pl. a 2-h6z és 3-hoz nincs
olyan y, amelyre 2 és y legnagyobb ko6z0s osztoja 3.

h) A formula azt fejezi ki, hogy minden természetes szam-
hoz van olyan szampar, amelynek ez a legnagyobb kozos
osztoja, igy értéke nyilvan igaz.

3. a) Az elsérendl nyelvben 1évé valtozo, logikai és segéd-
jeleken kiviil sziikség lesz egy nullavaltozos fiiggvényjelre: 1,
egy egyvaltozos relaciojelre: P, két kétvaltozos relacidjelre:
< és |. Ezen a nyelven az allitas logikai szerkezetét a kovet-
kez6 formulaval irhatjuk le:

Vx(l<x — 3y(y | x A P(y))).

Nyilvan a nyelv alkalmas interpretacidjaban ezeket a kovet-
kezoképpen valasztjuk: N* az alaphalmaz, | az ,egy” ter-
mészetes szam jele, P a ,,primszamnak lenni” relacio jele, <,
il. | a ,kisebb” és ,,0szthato” relaciot jelenti.

A formula értéke ebben az interpretacioban nyilvan igaz.

b) A megfelel6 elsérendl nyelv megadasahoz érdemes vé-
giggondolni, hogy az interpretacidban alaphalmaznak cél-
szerl valasztani a tér pontjaibol, egyeneseibdl és sikjaibol al-
16 halmazt. Ennek megfeleléen a nyelvben a kovetkez6 egy-
valtozos relacidjeleket vessziik fel: P, E, S; kétvaltozos rela-
cidjelek legyenek: |, L, =. Az interpretacioban P, E, S rend-
re a ,pont”, ,egyenes”, ,,sik” egyvaltozds relaciokat jelentik,
a |, L, - pedig a ,,parhuzamos”, ,meréleges”, ,,illeszkedik”
kétvaltozos relaciokat. Ezek alapjan az allitas szerkezetét igy
irhatjuk le:

Vx(E(x) = VyVuVo((S(y) A E(u) A E(v) A
AueyAveyA TullvAaxLlunxlo)—
- VYz((E(z) A zey) > xL2z)))



A formula egy ismert geometriai tétel logikai szerkezetét
fejezi ki, tehat az adott interpretacioban a logikai értéke
igaz.

¢) Az ¢el6z6 példakban tobbféle alkalmas nyelvet is meg-
adhattunk volna. Itt is tobbféle lehet8ség koziil valasztha-
tunk. Ha arra toreksziink, hogy lehetéleg kevés jelet tartal-
mazzon a nyelv, akkor elég a kovetkezé fuggvényjeleket fel-
venni: O (nullavaltozds), + és - kétvaltozos. Az = kétvalto-
z0s relaciojelet elég felvenni a nyelvbe. Ezek segitségével az
allitas logikai szerkezete a kovetkezd:

Ya¥b¥Vd3x(((a- (x - (x-x))+b-(x-x))+c-x)+d = 0).

Az interpretacié alaphalmazanak R-et, a valos szamok hal-
mazat valasztjuk, 0 a nulla valos szamot jeldli, + és - az R-en
ertelmezett Osszeadast és szorzast. Lathatd, hogy itt ,,meg-
sporoltuk™ a hatvanyozas kifejezésére alkalmas fiiggvényjel
bevezetését.

4. Az elsérendii nyelvben egy egyvaltozds: N és két kétval-
tozos relaciojelet vesziink fel: H, G. A tervezett interpreta-
cioban, amelynek alaphalmaza az emberek, ezek jelentése a
kovetkezo lesz: ,,n6”, ,,hazastarsa”, ,,gyermeke”. A feladat az,
hogy olyan formulakat irjunk fel, amelyek az interpretacio-
ban a megadott relaciokat jelentik. '

a) Az ,x anyja y-nak” relaciot nyelvileg kissé nehézke-
sebben, de az adott Osszefiiggésben a logikai szerkezetet jol
lathatoan igy fejezhetjiik ki: ,,x nd és y gyermeke x-nek”. En-
nek megfeleléen a keresett formula:

N(x) A G(y, x).

b) Az ,x testvére y-nak” azt jelenti, hogy x és y ugyanan-
nak a gyermekei, tehat az alkalmas formula:

3z(G(x, z) A G(y, 2)).

260

¢) Az ,.x nagyapja y-nak” azt jelenti, hogy x férfi — azaz
nem né — és y a gyermeke x gyermekének. A megfeleld
formula:

TIN(x) A 32(G(z, x) A G(y, 2)).

d) Az ,x unokatestvére y-nak” relacio azt jelenti, hogy x
és y sziilei testvérek. Igy az alkalmas formulat a kovétkezd
modon irhatjuk fel:

JuIv(G(x, u) A G(y, v) A I2(G(u, z) A G(v, 2))).

e) Itt az ,,x aposa y-nak” relacio logikai szerkezete ilyen
alaku:,,x férfi és y a hazastarsa x gyermekének”. A megfeleld
formula:

TIN(x) A 32(G(z, x) A H(y, 2)).

5. a) Az azonossag bal oldalan all6 formula egy tetszdle-
ges strukturan akkor és csak akkor igaz. ha a P-nek megfele-
16 egyvaltozos relacio a struktiraban konstans igaz. Nyilvan
ugyanekkor igaz a jobb oldalon allé formula is.

b) A bal oldali formula egy rogzitett struktaran akkor és
csak akkor igaz, ha a P-nek megfeleld relacio nem konstans
hamis. Vilagos, hogy a jobb oldali formula is pontosan ek-
kor igaz. ’

Az a) és b ) azonossag azt fejezi ki, hogy egy formulaban a kotott valto-
z0k jelolését meg lehet valtoztatni gy, hogy 0j, a formulaban még nem
szerepld valtozot vezetiink be.

Az utébbi kik6tés lényeges, mert pl. a VxR(x, v) és YyR(y. ) formulak
nyilvan nem azonosak.

) Tegyiik fel, hogy egy A strukturan a bal oldali formula
ig.1z. A konjunkcio definicidja szerint ez akkor és ¢sak akkor
all fenn, ha ¢ is és IxP(x) is igaz A-n, azaz ¢ igaz A-n €s a
P-nek megfeleld A-beli relaci6 nem konstans hamis. Ez
utobbi akkor és csak akkor teljesiil, ha 3x(P(x) A ¢) igaz A-n

5
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(itt felhasznaltuk, hogy ¢-ben az x valtozé nem fordul el
szabadon).

d) A c) feladathoz hasonld, egyszer(i meggondolassal iga-
zolhato ez az azonossag is.

e) Hasznaljuk fel a )-t és d )-t, és alakitsuk at a bal oldalon
all6 formulat:

VxP(x) vVxQ(x) = VxP(x) vVyQ(y) =
= Vx(P(x) vVyQ(y)) = VxV)(P(x) v Q(y))

f) Az e) azonossag bizonyitasahoz hasonléan b ) és ¢ ) fel-
hasznalasaval igy alakithatjuk 4t a bal oldalt:

3P(x) A IQ(x) = IxP(x) A IyQ(y) =
= 3(P(x) A YQ(Y) = IA(P(x) A Q).

g) Hasznaljuk fel a mar bizonyitott azonossagokat (8. a)
gyakorlat, 9. gyakorlat):

VxP(x) = 3xQ(x) = TIVxP(x) v IxQ(x) =
= Ix T1P(x) v IxQ(x) = Ele(‘lP(x) vO(x) =
= Ix(P(x) - Q(x)).

6. a) Tegyiik fel, hogy egy A struktaran igaz a formula
elétagja és mutassuk meg, hogy az utotag is igaz.

Ha = VxVyR(x, y), akkor az R-et interpretald kétvaltozos
relacié A. alaphalmazinak minden elemparjara igaz, de ak-
kor nyilvan azokra is, amelyeknek elsé és masodik kompo-
nense egyenld, tehat = VxR(x, x).

b) Tegyiik fel, hogy egy adott A struktiran = ,3xR(x, x).
Ez nyilvan azt jelenti, hogy az R-et interpretald ketvaltozos
relacio nem diires, de akkor = 3x3yR(x, y) értéke is igaz.

¢) Mivel @-ben az x nem szerepel szabadon, ezért egy
¢ )-nél erésebb allitast is konnyi igazolni az 5. g ) bizonyita-
saban hasznalt modszerrel:
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Vx(o = P(x)) = Vx(Tl¢ v P(x)) = T1@ vVxP(x) =
= ¢ — VxP(x).

7. A formulat a bizonyitott azonossagok felhasznalasaval
alakithatjuk at:

(TIVxP(x) v 3xQ(x)) A (R(x) = IxS(x))
= (AxT1P(x) v IxQ(x)) A (TR(x) v yS(y))
= Ix(1P(x) v Q(x) A y(TR(X) v S(v))
= 3z(T1P(z) v Q(z)) A IY(TR(x) v S(y)) =
= 323y((P(z) = Q(2) A (R(x) = S(»)))-

8. Az els6rendi nyelv a szokasos jeleken kiviil tartalmazza
még a P, Q, R egyvaltozos relaciojeleket is. Ekkor az egyes
tipusokba tartozo allitasok szerkezetét a kovetkezd formu-
lak fejezik ki:

A Vx(P(x) > Q(x))
E Vx(P(x) - 11Q(x));
I 3Ix(P(x

0  3Ix(P(x) A T1Q(x)).

Igazoljuk pl., hogy a kdvetkezd szillogizmusok helyes ko-
vetkeztetések :

a) VX(Q(x) = TIR(x)), Yx(P(x) = Q(x)) &= Vx(P(x) -

11l

I

- TIR(x));
b) ¥x(Q(x) = TIR(x)), Ix(P(x)A Q(x)) = Ix(P(x) A
A TIR(x)).

a) Tegyiik fel, hogy egy A strukturan igazak a premisszak.
Ekkor A alaphalmazanak tetszleges elemére a Q(x) —
— TIR(x) és P(x) - Q(x) formulak igazak, de akkor az imp-
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likacié definicioja szerint a P(x) — T1R(x) formula is tetszé-
leges alaphalmazbeli elemre igaz, tehat
= Yx(P(x) = TIR(x)).

b) Tegyiik fel, hogy egy A struktiran igazak a premisszak.
Ekkor az A alaphalmazanak tetszéleges elemére Q(x) —
— T1R(x)igaz és van olyan a eleme az alaphalmaznak, amire
P(x) A Q(x), azaz P(x) is igaz. De akkor erre az a elemre
T1R(x) is fennall, igy P(x) A T1R(x) igaz. Ez azt jelenti, hogy

= J3x(P(x) A T1R(x)),

tehat a kovetkeztetés helyes.

9.a) A kovetkeztetés részletes vizsgalata utan lathato,
hogy benne az ¢l6lények 4 halmazardl és az ezen értelmezett
»Xx-nek 6se y” relacio tulajdonsagairdl van szo. Igy a szerke-
zet leirasara alkalmas elsérend(i nyelvet kapunk, ha a szoka-
sos jeleken kiviil még egy R kétvaltozos relaciojelet vesziink
fel. Ezen a nyelven a kovetkeztetés szerkezete igy irhato fel:

VxYyWVz((R(x, y) A R(y, z) —
— R(x, 2)), VxTIR(x, x) = VxVyR(x, y).

A kovetkeztetés nem helyes, mert pl. egy olyan A strukturan,
amelyen R-et egy lires relacio reprezentalja, a két premissza
igaz (az els6 azért, mert az implikacio eltagja hamis), mig a
konkluzié nyilvan hamis, hiszen az alaphalmaz nem iires.

b) A kovetkeztetésben a természetes szamok halmazanak
elemeirdl, természetes szamok kozott értelmezett relaciokrol
van sz6. gy alkalmas nyelvet ugy tudunk konstrualni, hogy
el6szor megvizsgaljuk, milyen elemek, ill. relaciok vannak a
konkrét kovetkeztetésben. Lathato, hogy az 1, 11 és 113 ter-
mészetes szamok fordulnak el6, tovabba a , kisebb”, ,,prim-
szam”, ,,0sztoja” relaciok. Ezért a megfelel elsérend(i nyelv
jeleihez a kovetkezoket vessziik hozza: a, b, ¢ nullavaltozos
figgvényjelek (konstans jelek), P egyvaltozos relaciojel, Q és

264

R kétvaltozos relaciojelek. A kovetkeztetés szerkezetét elo-
szor irjuk le ,matematikai gyorsirassal”, azaz a logikai jelek,
a <, | (osztoja) jelek alkalmazasaval, majd ezutan konnyen
at tudjuk irni a valasztott elsérendl nyelvre:

I(l<xAx<113Ax[113) >
— Ix(x<11 A xprim Ax|113);
Vx((x <11 Axprim) > “1x|113);
Vx((I<xAx<113) - TIx[113).

A kovetkeztetés logikai szerkezete:
Ix(R(a, x) A R(x, ¢) A Q(x, ¢))—
— 3x(R(x, b) A P(x) A Q(x, ¢)),
Vx((R(x, b) A P(x)) = T10(x, ¢)) =
= Vx((R(a, x) A R(x, ¢)) = T10(x, ¢)).

Tegyiik fel, hogy egy megfelel6 A strukturan a két pre-
missza igaz. A masodik premissza igaz voltabol kovetkezik,

hogy
(R(x, b) A P(x)) = T1Q(x, ¢)

az A struktira 4 alaphalmazanak minden elemérq igaz. Az
utobbi formulat a kijelentéskalkulus azonossagai alapjan

TIR(x, b) v T1P(x) v T1Q(x, ¢)

alakra hozhatjuk. Mivel ez a formula minden A-beli elemre
igaz, ezért a tagadasa,

R(x, b) A P(x) A Q(x, ¢)
minden A-beli elemre hamis, tehat
Ax(R(x, b) A P(x) A Q(x, ¢))

hamis A-n. Mivel az els premisszat alkoté implikacié igaz,
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és azt talaltuk, hogy az utétagja hamis, ezért az elStagja,
Ix(R(a, x) A R(x, ¢) A Q(x, ¢))

is hamis A-n, de akkor az

R(a, x) A R(x, ¢) A Q(x, ¢)
formula 4 minden elemére hamis, igy a tagadasa, a
TR(a, x) A R(x, ¢) A Q(x, ¢)) =
= (R(a, x) AR(x, ¢)) = T1Q(x, ¢)
formula A minden elemére igaz, tehat a
Vx((R(a, x) A R(x, ¢)) =.1Q(x, ¢))

formula, a konklizié A-n igaz. A kovetkeztetés tehat helyes.

¢) A kovetkeztetésben szerepld kijelentésekbdl a kovetke-
26 két relacio elemezhetd ki: ,,x a falu borbélya” és ,,x borot-
valja y-t”. Ennek megfelelden, az alkalmas elsérendii nyelv-
ben a szokasos jeleken kiviil egy egyvaltozos relacidjelet:
B és egy kétvaltozos relaciojelet: b vesziink fel. Ezen a nyel-
ven a kovetkeztetés szerkezetét igy irhatjuk fel:

Vx(B(x) = Yy(xby < T1yby)) = 13xB(x).

Tegyiik fel, hogy egy A strukturan a premissza igaz. Az is-
mert azonossagok alapjan a premisszat igy is irhatjuk:

VxVy(T1B(x) v (xby < T1yby)).
Ez a formula igaz A-n, igy a
T1B(x) v (xby <> T1yby)

formula a struktura A alaphalmazanak barmely elemparjara
igaz, de akkor a

T1B(x) v (xbx <> T1xbx)

formula is A minden elemére igaz. (Ennek a formulanak a je-
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lentése 2. feladat szovege alapjan ez lenne: ,,vagy nem igaz,
hogy x a falu borbélya, vagy x akkor és csak akkor borotval-
ja onmagat, ha nem borotvalja onmagat”). A diszjunkcio6
masodik tagja minden elemre hamis, igy —1B(x) minden
elemre igaz, ezért B(x) minden elemre hamis, azaz 3xB(x) ha-
mis A-n, igy a konklazio, 713xB(x) igaz A-n, tehat a kovet-
keztetés helyes.

10. Jeloljiik ¢@-vel a kijelentéslogika egy tetszbleges, azo-
nosan igaz formulajat és p*-gal az ebbdl helyettesitéssel ka-
pott elsérendi formulat. TetszOleges A strukturat is valasz-
tunk és ezen barhogyan is értékeljiik a p*-beli szabad valto-
zdkat — ha vannak —, a ¢-beli logikai valtozok helyére he-
lyettesitett komponensekre kapott logikai értékek ¢-t igazza
teszik, tehat ¢* igaz A-n, de akkor

=¥

11. Az allitas egyszertien kovetkezik az el6z6 feladat ered-
ményébdl, hiszen a helyes kovetkeztetés fogalma visszave-
zethetd az azonosan igaz formula fogalmara. Legyen a kije-
lentéslogikaban helyes kovetkeztetés: .

(pb Pay ooy Py = (Y
és az ebbdl helyettesitéssel kapott kovetkeztetés
?%, @3, -, o = o*.

Mivel a feltétel szerint (@, A @5 A ... A @) — @ azonosan
igaz formula, a 10. feladat eredménye szerint

(@FAQPEA...AQF) = @* =
= oF - (03 - .. (0F = 0%)...)

is azonosan igaz, de akkor a helyettesitéssel kapott kovet-
keztetési szabaly is helyes.

12. A feltevés szerint A alaphalmaza, A elemeinek szama
n. Bovitsiik ki a nyelvet (és természetesen a struktirat is)
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gy, hogy mindegyik elemre egy nevet (ill. egy nullavaltozds
fliggvényjelet) hozzavesziink. Legyenek ezek: a,, a,, ..., a,.
A konjunkcié és az univerzalis kvantor definicidja alapjan
vilagos, hogy

"VxP(x) = P(a,)A P(ay) A ... A P(ay).

Ugyancsak a diszjunkcio6 és az egzisztencialis kvantor defini-
cioja alapjan nyilvanvalo, hogy

AxP(x) = P(a,)v P(a,) V... v P(a,).

13. A 7. feladatban alkalmazott modszerrel minden for-
mulat atalakithatunk ugy, hogy az dsszes kvantor a formula
elején alljon és ezek utan olyan formula kovetkezik, amely
mar primformulakbdl az itéletkalkulus miveleteivel épiil fel.
Az ilyen alaka formulat prenex normdlformdnak nevezik.

Az €l6z6 feladat eredményének felhasznalasaval, a kapott
prenex formulahoz talalhaté olyan - kvantorokat mar nem
tartalmazo — formula, ami ekvivalens az eredeti formulaval.
Ezt a formulat azutan még atalakithatjuk ugy, hogy az eset-
leges szabad valtozok helyére vessziik a 12. feladat megolda-
saban bevezetett konstans jeleket az Gsszes lehetséges mo-
don, és az igy kapott — valtozojelet mar nem tartalmazo for-
mulak — diszjunkciojat képezziik.

Az eredeti formula nyilvan akkor és csak akkor elégithetd
kiaz adott struktiran, ha a kapott formula kielégithetd. Ezt
viszont mar a kijelentéskalkulusban megismert eldontési el-
jarassal lehet megvizsgalni.

14. Tekintsiink egy tetszOleges A véges strukturat, amely-
nek alaphalmaza n elemet tartalmaz és egy kétvaltozos rela-
ci6 van értelmezve rajta. Ha a formula el6tagja hamis A-n,
akkor az implikacio igaz, igy feltehetjiik, hogy az elétag igaz
A-n.

Alkalmazzuk a mar ismert szemléltetést: pontokkal szem-
leltetjiik az alaphalmaz elemeit és azt, hogy két elem kozott
fennall a relacié ugy abrazoljuk, hogy a relaciohoz tartozo
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par elsé elemét abrazol6 pontbol nyilat rajzolunk a masodik
elemet szemléltetd ponthoz. Az elStag igaz, és mivel ez kon-
junkcid, tehat minden tagja igaz: minden pont Ossze van
kotve onmagaval, a harmadik konjunkcios tag szerint bar-
mely két pont Ossze van kotve egyikbdl a masikba vezetd
nyillal, a kozépsé tag szerint pedig ha P-bdl vezet nyil Q-ba
és 0-bol R-be, akkor P-bdl is vezet nyil R-be. Azt kell meg-
mutatnunk, hogy az utotag is igaz. Ez a szemléltetésben azt
jelenti, hogy van olyan pont, amelybdl minden ponthoz ve-
zet nyil.

Valasszuk ki azt a pontot, ahonnan a legtobb nyil indul ki,
legyen ez P. (Ilyen van, mert csak véges sok pont van.) Azt
fogjuk megmutatni, hogy P-b6l minden pontba vezet nyil.
P-bbl onmagaba vezet nyil. Tegyiik fel, hogy van olyan P-tl
kiilonb6zd Q pont, ahova P-t6l nem vezet nyil; ekkor vi-
szont forditva, Q-bol vezet P-be nyil. Azonban az el6tag ma-
sodik konjunkcios tagja altal kifejezett tulajdonsag szerint
0-bdl minden olyan R pontba is vezet nyil, ahonnan P-be,
azaz Q-bol tobb nyil vezetne ki, mint P-bdl, ellentétben a fel-
tevéssel. A formula utotagja is igaz, tehat a formula igaz A-n.

Adjunk meg egy végtelen strukturat Ggy, hogy alaphalma-
za legyen a természetes szamok N halmaza és az R relacio je-
lentése legyen ezen a >. Ekkor vilagos, hogy az implikacio
elétagja igaz, mert a > relacio reflexiv, tranzitiv és barmely
két természetes szam Osszehasonlithato vele, de az utotagja
hamis, mert nincs legnagyobb természetes szam. Igy a for-
mula nem elégithetd ki ezen a struktdran.

A feladatbol adodik az a fontos tanulsag, hogy vannak olyan formulak,
amelyekrdl csak végtelen strukturan deriil ki, hogy nem logikai igazsagok.

15. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, azaz a ¢ formula
minden olyan strukturan igaz, amelynek alaphalmaza legfel-
jebb 2* elembdl all, de mégsem azonosan igaz. Ekkor a taga-
dasa, a 1o kielégithetd, de a 20. gyakorlo feladat eredménye
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szerint akkor kielégithetd egy olyan struktiran is, amelynek
alaphalmaza legfeljebb 2* elemet tartalmaz. Ez viszont azt
- jelenti, hogy 71 1¢=¢ hamis egy olyan struktiran, aminek
alaphalmaza legfeljebb 2* elembdl 4ll, ellentétben a feltevés-
sel. Igy az allitas igaz.

A feladat eredménye és a 13. feladat alapjan barmely, csak k darab egy-
valtozos relaciojeleket tartalmazoé formulat kielégithetéség szempontjabol
elég megvizsgalni a 2*-nal nem t5bb elemet tartalmazo alaphalmazzal ren-
delkezé véges strukturakon - erre pedig van eldontési eljaras.

A 14. feladat szerint a kétvaltozos relaciodjeleket is tartalmazé formulak
korében hasonlé allitas mar nem igaz.

16. A kijelentéskalkulus axiomatizalasakor elfogadott
axiomak, ill. levezetési szabalyok az elsérendii logika axio-
mai, ill. levezetési szabalyai kozott is szerepelnek. Ebbdl
nyilvan kovetkezik, hogy az els6rendi logika axidmaibdl az
elfogadott levezetési szabalyokkal minden olyan formula le-
vezethetd, amely a kijelentéskalkulus egy levezethetd formu-
lajabol ugy keletkezik, hogy benne a logikai valtozok helyé-
re a nyelv tetszOleges formulait helyettesitjilk. Azt tudjuk
mar, hogy a kijelentéskalkulus levezethetd formulainak 6sz-
szessége azonos az azonosan igaz formulak halmazaval. Ez-
zel az allitast igazoltuk.

17. Az elsérendii logikaban a I' — ¢ fogalom definici6ja
nyilvan bdvitése a kijelentéskalkulusban megismert megfele-
16 fogalomnak. Igy az allitas nyilvan igaz, hiszen barmely
olyan kijelentéskalkulusbeli formulasorozatban, amely a
I'-bol egy levezetés, a logikai valtozok helyére az els6rendi
nyelv formulait helyettesitve olyan formulasorozatot ka-
punk, amely levezetés I'-bdl az elsérendii nyelvben.

18. A bizonyitas gondolatmenete a kijelentéskalkulusban
megismert bizonyitashoz hasonlo. Ebben mar felhasznaljuk
az el6z6 két feladat eredményét is.

270

Tegyiik fel, hogy I',  — ¢ és ¢ zart. Legyen
(pb Poyony an(: (p)

a ¢ egy levezetése I', Y-bdl. Teljes indukcioval igazoljuk,
hogy minden i<n esetén I' — {y — @;.

Ha i=1, akkor ¢, vagy axioma, vagy I" eleme, vagy azo-
nos y-vel. Ezeket az eseteket pontosan ugyanugy lehet el-
intézni, mint a kijelentéskalkulus esetében (felhasznalva a 17.
feladat eredményét).

Tegyiik fel, hogy 1 <i<n és i-re igaz az allitas. Mutassuk
meg, hogy I' — ¢ — ¢, is igaz.

Ha ¢,, , axiéma, I'-nak eleme, vagy y-vel azonos, akkor a
mar emlitett modon jarhatunk el. Ugyancsak a kijelentés-
kalkulusbol ismert modon igazolhatjuk az allitast, ha ¢, | a
levalasztasi szaballyal keletkezik a sorozatban el6zdleg sze-
repelt formulakbdl. Azt az esetet kell még megvizsgalnunk,
ha ¢, , egy ¢, (j<i) formulabol altalanositassal keletkezik.
Az indukcios feltevés szerint I' — y — ¢, ebbdl altalanosi-
tassal I' — Vx(y — ¢;) adodik. Mivel ¢ zart, igy x nem for-
dul el6 benne szabadon, .

Vx(y — ¢;) = ( = Vxg;) axioma, igy a levalasztasi sza-
baly alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

r—y *VXQDj(: V= 0i)
és ezzel a dedukcid tételt igazoltuk.

19. Tegyiik fel, hogy I' ellentmondasos, azaz van olyan ¢
formula, hogy I' — ¢ és I' — T1¢. Legyen ¥ a nyelv egy tet-
sz6leges formulaja. A kijelentéskalkulusbol tudjuk, hogy egy

1P — (P — Q) alaku formula azonosan igaz, de akkor a 16.
feladat szerint

r'— g ={(¢— )

Ebbél és a két feltevésbdl a levalasztasi szabaly kétszeres al-
kalmazasaval azt kapjuk, hogy

I'— .
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20. Tegylik fel, hogy a I formulahalmaz ellentmondasta-
lan, de van olyan véges I’ részhalmaza, ami ellentmondasos.
Ez azt jelenti, hogy van olyan ¢ formula, amire I''— ¢ és
I"'— 1. Mivel I"" része I'nak, ezért I'— @ és I'— ¢ is
igaz, azaz I ellentmondasos, ellentétben a feltevéssel.

Tegyiik fel, hogy I' barmely véges része ellentmondasta-
lan, de I mégis ellentmondasos. Ekkor van olyan ¢ formula,
amelyre I'— ¢ és I'— T1¢. Mindkét levezetésben I'-bol
csak véges sok formula szerepelhet, igy ha ezek Osszességét
I"'-vel jeloljiik, akkor I’ véges része I'-nak és ez is ellentmon-
dasos lenne, ellentétben a feltevéssel.

21. Tegyiik fel, hogy ¢ zart formula és I'-bol nem vezethe-
t6 le 71 és I'u{ep} mégis ellentmondasos.

Tudjuk, hogy I'U{¢p}-bdl barmilyen formula levezethet
(19. feladat), tehat 7o is, azaz

A dedukcio6tétel szerint (18. feladat), mivel ¢ zart formula,
igy I' — ¢ — T¢. Az itéletkalkulusban a (P - 1P) » 1P
formula azonosan igaz, igy a 16. feladat szerint — (p —
— T1¢) > T1o. A levalasztasi szabaly alkalmazasaval tehat
azt kapjuk, hogy I' — 7o, ez pedig ellentmond a feltevés-
nek. fgy a I'u{e} formulahalmaz ellentmondastalan.

22. Tegyiik fel, hogy a I formulahalmaznak egy A struk-
tara modellje és I mégis ellentmondasos. Ekkor a 19. feladat
szerint barmely zart ¢ formulara I'— ¢ és I'— T¢. Tud-
juk, hogy ekkor I' minden modellje modellje @-nek is és
T1p-nek is. De =, és =, 1o egyszerre lehetetlen, mert ha
a ¢ zart formula igaz A-n, akkor az értékelés definicidja sze-
rint 71¢ hamis. Ellentmondasra jutottunk, tehat a I formu-
lahalmaz ellentmondastalan.

23. Tegyiik fel, hogy bar igaz:
a) ha I ellentmondastalan, akkor van modellje, mégsem
teljesiil, hogy
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b) abbol, hogy I’ minden modellje modellje ¢-nek is, ko-
vetkezik, hogy I' — ¢ (¢ zart formula).

Ez azt jelenti, hogy van olyan ¢ zart formula, hogy I' min-
den modellje modellje p-nek is, de I'-bol nem vezethetd le ¢.
Ekkor I' ellentmondastalan (mivel nem minden formula ve-
zethetd le beldle), de akkor a 21. feladat szerint I'U{ T} is
az, tehat az a ) feltétel szerint van A modellje. Erre =, 7o és
= [ miatt =, is teljesul ami lehetetlen. Ellentmondasra
Jutottunk igy az allitas igaz.

A feladat eredménye azt mutatja, hogy a Godel-féle teljességi tételhez
elég lenne igazolni, hogy minden ellentmondastalan formulahalmaznak
van modellje. Ennek bizonyitasa elég hosszadalmas, a bizonyitas lényege
az, hogy az ellentmondastalan formulahalmazhoz alkalmas médon konst-
rualni kell egy olyan strukturat, ami modellje a formulahalmaznak.

24. A bizonyitashoz felhasznaljuk a Godel-féle teljességi
tételt. Tegyiik fel, hogy I' barmely véges részének van mo-
dellje. Ekkor a 22. feladat szerint I" barmely véges része el-
lentmondastalan, de akkor a 23. feladat szerint I' is ellent-
mondastalan, tehat a Godel-féle teljességi tétel szerint van
modellje.
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Kiadja a Miiszaki Konyvkiado

Felelds kiado: Bérczi Sandor iigyvezetd igazgatod
Felelds szerkeszt6: Olah Judit matematikus
A 4. kiadast gondozta: Halmos Maria
Miiszaki vezté: Abonyi Ferenc

Miiszaki szerkeszt6: Szigeti Robertné

A boritot tervezte: Trajan Kft.

A konyv abrait rajzolta: Balazs Ivanné

A konyv formatuma: Fr5

fvterjedelme 13,74 (A/5)

Abrak szama: 90

Azonossagi szam: 10453

Késziilt az MSZ 5601:83 és 5602:83 szerint

Nyomta és kototte a Sylvester Janos Nyomda
Felel6s vezetd: Varro Attila ligyvezetd igazgato



Azonossagok:

AA(BvVC)=(AAB)V(AAC) AvV(BAC)=(AvB)Aa(AVvC()

An(AVvB)= A Av(AAB)=A
AnA=A AvA=A
(AAB)= 14Av B (AvB)= TAA B
A=A

A—-B="AvB A< B=(T1AvB)A(Av TB)
A|B="(AAB) A|B="(AvB)
A@B = (AA1B)v(T14AB)
AVxP(x) = 3xTIP(x)  T13xP(x) = Vx1P(x)
Vx(P(x) A Q(x)) = VxP(x) AVxQ(x)  3x(P(x) v Q(x)) = 3xP(x) v 3xQ(x).

Kovetkeztetési szabalyok:

AJA->Be=B 1A-> 1B, B= A
A-B= 1B—- 14 T1TA-> 1 B=B->4
A—-BB->Ce=A->C T1A->B 1A—- 1B=A
Vx(P(x) = Q(x)), VX(Q(x) — R(x)) = Vx(P(x) - R(x))
Vx R(x, x), VXV Wz((R(x, v) A R(y, 2)) = R(x, 2)) = YXVy(R(x, y) -
= TIR(y, X))
VxVy(R(x, y) = R(y, x)), VxY¥z((R(x, y) A R(y, 2)) -
— R(x, z)), Vx3yR(x, y) = VxR(x, x).



